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Objectif du Chapitre : intégration fractionnaire
Nous avons vu au Ch. 1 les modèles linéaires ARFIMA

φ(L)∆δxt = α+ θ(L)εt

Les ARFIMA étendent la classe des modèles ARMA mais

xt sera non-stationnaire si δ ≥ 1/2 et stationnaire si δ < 1/2

Pour x1t ∼ I(δ1) et x2t ∼ I(δ2) il y a un risque de régression factice
entre x1t et x2t si δ1 + δ2 > 1/2

⇒ Estimer rigoureusement δ est donc crucial

Nous présenterons donc divers estimateurs de δ

se tourner vers le maximum de vraisemblance semble naturel

néanmoins la vraisemblance fait intervenir γx(r − s)

⇒ numériquement γx(r − s) est très lourd à traiter ⇒ problème

⇒ Les solutions vont venir du domaine des fréquences
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Objectif du Chapitre : cointégration fractionnaire

Le Ch. 2 offre un remède à la régression factice : la cointégration

⇒ La cointégration va pouvoir s’étendre aux cas des processus I(δ)

Soit Xt = (x1t, x2t) deux processus I(δ = δ1 = δ2 > 0.25)

S’il existe une combinaison linéaire β′Xt ∼ I(γ) telle que γ < δ,
alors x1t et x2t partagent une dynamique commune de long terme

⇒ x1t et x2t sont fractionnairement cointégrés

Nous discuterons de techniques d’estimation jointe de β, δ et γ
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Approche fréquentielle

Les difficultés numériques liées à γx(r− s;ϑ) ont amené à d’autres
pistes d’estimation

Une piste intéressante consiste à quitter le domaine temporel

l’idée est de consisdérer xt comme un signal

un signal est un support informationnel dont l’évolution s’analyse

dans le domaine temporel

ou dans le domaine des fréquences

Dans le domaine des fréquences

on cherche à identifier quelle part du signal s’exprime sur une fré-
quence donnée

⇒ nous allons définir la notion de fréquence
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Les fréquences

Soit une fonction F(x) diffusant un signal x

n ∈ R tel que F(x+ n) = F(x) définit la période de la fonction

⇒ le temps nécessaire pour que la fonction repasse en F(x)

On nomme fréquence ordinaire le nombre de fois qu’un signal
périodique se reproduit par unité de temps

f =
1

n

En proportion d’un disque unité (dont la circonférence est 2π) on
obtient la notion de fréquence angulaire

λ = 2πf =
2π

n
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Intuition graphique
Par exemple, sin(x) est un signal 2π-périodique
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Transformées de Fourier
Soit une fonction F(t) intégrable opérant dans le domaine temporel

Pour convertir F(t) en une fonction F(λ) opérant dans le domaine
fréquentiel on utilise la tranformée de Fourier

F(λ) =

∫ +∞

−∞
F(t)e−iλtdt

Pour convertir F(λ) en une fonction F(t) opérant dans le domaine
temporel on utilise la tranformée de Fourier inverse

F(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F(λ)eiλtdλ

Note eiϕ = cos(ϕ) + i sin(ϕ) en vertu de la formule d’Euler

On notera DFT où IDFT les versions discrètes de ces équations
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On voit qu’il n’y a pas une symétrie parfaite entre la transformée et la trans-
formée inverse de Fourier (le facteur 1/(2π) apparaît). Afin d’obtenir une
symétrie parfaite on peut parfois normaliser les deux formules par 1/(

√
2π)

ce qui donne

F(λ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
F(t)e−iλtdt

et

F(t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
F(λ)eiλtdλ
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Représentation spectrale

Ces définitions tiennent pour des processus stochastiques

Soit xt un processus stationnaire d’autocovariance γx

La représentation spectrale de xt est alors donnée par

xt =

∫ π

−π
eiλtdM(λ)

avec M(λ) ∈ [−π, π], une mesure spectrale

M(λ) spécifie entièrement xt, à l’image d’une loi de distribution
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Considérons un espace probabilisé (Ω,F ,P) avec

• Ω l’ensemble dénombrable des éventualités

• F un σ-algèbre représentant les événements

• P une mesure de probabilité telle que P(A) donne la probabilité de l’évé-
nement A ∈ A et P(Ω) = 1

Une mesure spectral M définie sur M, l’algèbre des fonctions complexes
mesurables est, dans l’esprit de P bien que de manière non-équivalente, une
mesure dans l’espace mesuré (Ω,A,M) où A est un σ-algèbre dans l’espace
des projections orthogonales d’un espace hilbertien.
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Distribution spectrale
M(λ) est stochastique, défini sur le plan complexe C et pour λ 6= ν

cov(dM(λ), dM(ν)) = E
(
dM(λ)dM(ν)∗

)
= 0

sachant que

E(dM(λ)) = 0, V(dM(λ)) = E(|dM(λ)|2) = dF (λ)

avec dF (λ) une fonction de distribution spectrale

On parle de distribution car dF (λ) assigne les masses de xt sur les
fréquences de l’interval [−π, π]

La masse assignée à la j-ième fréquence est la variance σ2
x(j) cor-

respondant à cette fréquence

F (λ) =
∑

j,λj≤λ

σ2
x(j)

G. de Truchis Économétrie des séries temporelles non-stationnaires 11/62



Domaine fréquentielle Estimation cointégration fractionnaire FCVAR NLCVAR Sum up

Densité spectrale (théorème)

Theorem (1 : Conséquences d’Herglotz)

Réécrivons dF (λ) comme l’équation infinitésimale dF (λ) = f(λ)dλ.
f(λ) est appelée densité spectrale et vérifie

γx(h) =

∫ π

−π
eihλdF (λ) =

∫ π

−π
eihλfx(λ)dλ <∞,

faisant apparaître que f(λ) est l’équivalent de γx dans le domaine des
fréquences. De plus la DFT normalisée par (2π)−1 permet de passer de
γx(h) à fx(λ)

fx(λ) =
1

2π

∞∑
h=−∞

γx(h)e−ihλ

Utiliser fx(λ) va permettre d’éviter les problèmes numériques

⇒ il existe un algorithme très rapide pour la tranformée de Fourier
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Preuve du Théorème 1
Supposons fx(λ) = 1

2π

∑∞
h=−∞ γx(h)e−ihλ

Écrivons alors

γx(h) =

∫ π

−π
eijλfx(λ)dλ =

∫ π

−π

1

2π

∞∑
h=−∞

γx(h)ei(j−h)λdλ

Par application du théorème de Fubini on a∫ π

−π
eijλfx(λ)dλ =

1

2π

∞∑
h=−∞

γx(h)

∫ π

−π
ei(j−h)λdλ

Le seul terme non-nul de la somme apparaît pour j = h car∫ π

−π
eikλdλ = 0 pour k 6= 0 et

∫ π

−π
ei(j−h)λdλ =

∫ π

−π
dλ = 2π si j = h

⇒ On trouve bien∫ π

−π
eihλfx(λ)dλ =

1

2π
2πγx(h) = γx(h)
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∫ π

−π
eikλdλ =

[
ikeikλ

]π
−π

= ike−ikπ − ikeikπ

qui part l’identité d’Euler donne pour k 6= 0∫ π

−π
eikλdλ = ik(cos(−kπ) + i sin(−kπ)− cos(kπ)− i sin(kπ))

avec sin(−kπ) = sin(kπ) = 0 pour k ∈ Z et cos(−kπ) = cos(kπ) = ±1 selon
que k pair ou impair.
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Densité spectrale d’un bruit blanc
Soit εt ∼WN(0, σ2

ε <∞) de représentation spectrale de εt

εt =

∫ π

−π
eiλtdMε(λ)

Puisque E
(
dMε(λ)dMε(ν)∗

)
= 0 sauf si λ = ν et via le Th. 1

E(εtεs) =

∫ π

−π

∫ π

−π
ei(tλ−sν)E

(
dMε(λ)dMε(ν)∗

)
=

∫ π

−π
eitλdFε(λ) =

∫ π

−π
eitλfε(λ)dλ

=
1

2π

∞∑
s=−∞

γε(s)

∫ π

−π
ei(t−s)λdλ

=
σ2
ε

2π

∫ π

−π
ei(t−s)λdλ

On voit donc que fε(λ) = σ2
ε(2π)−1
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Densité spectrale d’un processus I(0)
Soit xt un processus linéaire I(0) de représentation de Wold

xt =

∞∑
j=0

ajεt−j

La représentation spectrale de xt est alors

xt =

∫ π

−π
eiλtdMx(λ) =

∫ π

−π
eiλt

( ∞∑
j=0

aje
−iλj

)
dMε(λ)

On souligne donc ici que dMx(λ) se décompose comme

dMx(λ) =

( ∞∑
j=0

aje
−iλj

)
dMε(λ) = A(e−iλ)dMε(λ)

Par application du Th. 1 on trouve

fx(λ) =
1

2π

∞∑
h=−∞

γx(h)e−iλh =
σ2
ε

2π

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

aje
−iλj

∣∣∣∣∣
2

=
σ2
ε

2π
|A(e−iλ)|2
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Densité spectrale d’un AR(1)
Soit xt = φ1xt−j + εt avec εt ∼ i.i.d. WN(0, σ2

ε <∞)

⇒ xt = (1− φ1L)−1εt =

∞∑
j=1

ajεt−j

Comme xt ∼ I(0), on peut écrire

xt =

∫ π

−π
eiλtA(e−iλ)dMε(λ)

et fx(λ) = σ2
ε(2π)−1|A(e−iλ)|2 = σ2

ε(2π)−1
∣∣1− φ1e

−iλ
∣∣−2
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Densité spectrale d’un ARMA(p, q)
Soit xt un ARMA(p, q) dont on sait que

Xt =

p∑
j=1

φjXt−j +

q∑
j=1

θjεt−j + εt, εt ∼ i.i.d. WN(0, σ2
ε <∞)

=
1− θ1L+ . . .+ θqL

q

1− φ1L+ . . .+ φpLp
εt =

θ(L)

φ(L)
εt = ψ(L)εt =

∞∑
j=1

ajεt−j

Il s’agit d’un cas particulier de processus I(0) et donc

xt =

∫ π

−π
eiλtA(e−iλ)dMε(λ)

Par application du Th. 1 on trouve

fx(λ) =
σ2
ε

2π
|A(e−iλ)|2 =

σ2
ε

2π

∣∣∣∣∣ θ(e−iλ)

φ(e−iλ)

∣∣∣∣∣
2
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Densité spectrale d’un bruit blanc fractionnaire
Soit (1−L)δxt = εt bruit blanc fractionnaire avec δ ∈ (−1/2, 1/2)

xt possède donc une représentation spectrale du type

xt =

∫ π

−π
eiλtA(e−iλ)dMε(λ) =

∫ π

−π
eiλt(1− e−iλ)−δdMε(λ)

⇒ Le Th. 1 nous donne fx(λ) =
σ2
ε

2π |A(e−iλ)|2 =
σ2
ε

2π

∣∣1− e−iλ∣∣−2δ
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0
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Densité spectrale d’un bruit blanc fractionnaire pour δ = 0.4
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Densité spectrale d’un ARFIMA(p, δ, q) stationnaire

Soit xt ∼ ARFIMA(p, δ, d) avec δ ∈ (−1/2, 1/2)

xt possède donc une représentation spectrale du type

xt =

∫ π

−π
eiλtA(e−iλ)dMε(λ) =

∫ π

−π
eiλt(1−e−iλ)−δS(e−iλ)dMε(λ)

avec S(e−iλ) la composante MA(∞) absolument sommable

S(e−iλ) =

∣∣∣∣∣ θ(e−iλ)

φ(e−iλ)

∣∣∣∣∣
Par application du Th. 1 on trouve

fx(λ) =
σ2
ε

2π
|A(e−iλ)|2 =

σ2
ε

2π

∣∣1−e−iλ∣∣−2δ

∣∣∣∣∣ θ(e−iλ)

φ(e−iλ)

∣∣∣∣∣
2

=
∣∣1−e−iλ∣∣−2δ

fS(λ)
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Densité spectrale d’un I(δ) et approximation locale

Soit xt ∼ I(δ) avec δ ∈ (−1/2, 1/2) de densité spectrale

fx(λ) =
σ2
ε

2π
|A(e−iλ)|2 =

σ2
ε

2π

∣∣1− e−iλ∣∣−2δ∣∣S(e−iλ)
∣∣2

Concentrons-nous sur les basses fréquences (long terme)

Notons que |1− eiλ| = |2 sin(λ/2)| et donc

lim
λ→0
|1− eiλ|−2δ = lim

λ→0
|2 sin(λ/2)|−2δ ≈ lim

λ→0
|λ|−2δ =∞

fx diverge en 0 car ici xt possède une dynamique de long terme
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Approximation locale et fonctions à variation lente
Beran et al. (2013) rappellent que fx peut s’écrire comme

fx ∼ Lf (λ)|λ|−2δ, λ→ 0

L(ω) est une fonction à variation lente (VL∞) en l’infini si

lim
ω→∞

L(cω)

L(ω)
= 1 noté L(ω) ∼ L(cω) ∀c > 0

et à variation lente en 0 (VL0) si L(1/ω) est VL∞

f(ω) ∼ ωθL(ω) est à variation régulière en 0 (VR0) si L(1/ω)
est VL∞

Theorem (2 : Équivalences de Beran)

Soit xt ∼ I(δ) avec δ ∈ (−1/2, 0) ∪ (0, 1/2). Alors pour λ→ 0

γx(h) = Lγ(h)|h|2δ−1 et fx ∼ Lf (λ)|λ|−2δ

avec Lf (λ) = Lγ(λ−1)π−1Γ(2δ) sin(π/2− πδ)
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Théorème 1.3 de Beran et al. (2013), p. 24
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Approximation locale d’un bruit blanc fractionnaire
Soit xt un bruit blanc I(δ) dont on sait depuis le Chapitre 1 que

γ(h) ∼ σ2
επ
−1Γ(1− 2δ) sin(πδ)︸ ︷︷ ︸

Lγ

h2δ−1 +O(h2δ−3), h→∞

pour δ ∈ (−1/2, 0) ∪ (0, 1/2)

Dans le Théorème 2, on a alors fx ∼ σ2
ε(2π)−1|λ|−2δ car

Lf (λ) = Lγ(λ−1)π−1Γ(2δ) sin(π/2− πδ)
= σ2

επ
−1Γ(1− 2δ) sin(πδ)π−1Γ(2δ) sin(π/2− πδ)

=
σ2
ε

π

sin(πδ) sin(π/2− πδ)
sin(2πδ)

=
σ2
ε

π

sin(πδ) cos(πδ)

sin(2πδ)

=
σ2
ε

π

sin(πδ) cos(πδ)

2 sin(πδ) cos(πδ)
=
σ2
ε

2π

Note : d’après la formule de réflection d’Euler : Γ(2δ)Γ(1−2δ) = π/ sin(2πδ)
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Approximation locale d’un processus I(δ)
L’approximation de Lieberman et Phillips (2008)

γ(h) ∼ σ2
επ
−1Γ(1− 2δ) sin(πδ)︸ ︷︷ ︸

Lγ

h2δ−1 +O(h2δ−3), h→∞

tient pour une large classe de processus I(δ) stationnaires et in-
versibles

Le Théorème 2 de Beran et al. (2013) tient aussi pour une large
classe de processus I(δ) stationnaires et inversibles

Si xt suit un ARFIMA(p, δ, q) on retrouve donc l’approximation

fx ∼
σ2
ε′

2π
|λ|−2δ = g|λ|−2δ, λ→ 0

pour δ ∈ (−1/2, 0)∪(0, 1/2), l’erreur d’approximation étantO(h2δ−3)

... et σ2
ε′ = 2πfS(0), la variance d’un ARFIMA(0, δ, 0)
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L’erreur d’approximation étant O(h2δ−3) elle s’élimine plus vite que la
constante de normalisation Lγ et h2δ−1

Comme en λ = 0 la composante de court terme de X a une densité spectrale
supposée bornée, on peut opérer un changement de variable et définir un
ARFIMA(0, δ, 0) de variance σ2

ε′ = 2πfS(0) ayant pour densité spectral fx ∼
g|λ|−2δ
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Estimation non-paramétrique de fx(λ)
Pour xt un processus stationnaire, γ̂x(h) est donnée par

γ̂x(h) = n−1
n−k∑
t=1

xtxt+k, pour k > 0 et E(xt) = 0

D’après le Théorème 1,

f̂x(λ) =
1

2π

∞∑
h=−∞

γ̂x(h)e−ihλ =
1

2π

n−1∑
h=−(n−1)

γ̂x(h)e−ihλ

D’après la formule de γ̂x(h) on obtient un périodogramme

f̂x(λ) =
1

2πn

∣∣∣∣∣
n∑
t=1

xte
−itλ

∣∣∣∣∣
2

= Îx(λ) (1)

En termes de DFT (symétrisée), le périodogramme s’écrit

Îx(λ) = |ωx(λ)|2 avec ωx(λ) =
1√
2πn

n∑
t=1

xte
−itλj et λj =

2πj

n
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Théorie limite du périodogramme dans le cas I(0)
Si xt ∼ I(0) est un processus linéaire on peut montrer que

Îx(λ) est un estimateur non-biaisé de fx(λ)

E
(
Îx(λ)− fx(λ)

)
= O(n−1)

Les masses de Îx(λ) sont asymptotiquement non-corrélées.∣∣∣ cov
(
Îx(λj), Îx(λl)

)∣∣∣ = cn−1, ∀c > 0 et j 6= l

Raisonnons avec le périodogramme standardisé, Îx(λ)/fx(λ)

⇒ La convergence en loi est assurée pour chaque fréquence(
Îx(λ1)

fx(λ1)
, · · · , Îx(λj)

fx(λj)

)
d−→ 1

2
(Z2

1 , · · · , Z2
j )

avec Z1, · · · , Zj des variables aléatoires Gaussiennes standardisées
de sorte que Z2

j /2 ∼ distribution exponentielle d’espérance 1
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Théorie limite du périodogramme dans le cas I(δ)

Si xt ∼ I(δ) est un processus linéaire on peut montrer que

Îx(λ) est un estimateur positivement biaisé de fx(λ) car

lim
n→∞

E

(
Îx(λj)

fx(λj)

)
=

2

π

∫ ∞
−∞

sin2(λ/2)

(2πj − λ)2

∣∣∣∣ λ2πj
∣∣∣∣−2δ

dλ ≥ 1

⇒ on voit une dépendance à la fréquence j ce qui préfigure une dé-
pendance asymptotique dont la forme est

lim
n→∞

E

(
ωx(λj)ωx(λl)

∗√
fx(λj)fx(λl)

)
= γω(j, l, δ)

avec

γω(j, l, δ) = (−1)j+l+1|2πj|δ|2πl|δ 2

π

∫ ∞
−∞

sin2(λ/2)

(2πj − λ)(2πl − λ)
|λ|−2δdλ
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Pour δ = 0, le processus est à mémoire courte et on a

2

π

∫ ∞
−∞

sin2(λ/2)

(2πj − λ)2

∣∣∣∣ λ2πj
∣∣∣∣−2δ

dλ = 1

nous ramenant ainsi bien au résultat pour xt ∼ I(0)

Hurvich et al. (1998) montrent que

lim
n→∞

E

(
Îx(λj)

fx(λj)

)
= O(log j/j)
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Périodogramme et densité spectrale d’un I(δ = 0.4)
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Plan

1 Le domaine des fréquences
2 Estimation des processus I(δ)
3 Cointégration fractionnaire

4 CVAR fractionnaire
5 Cointégration non-linéaire
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Estimation de δ < 1/2 : approche temporelle
Si xt ∼ I(δ < 1/2), le processus est stationnaire au second ordre

⇒ la fonction d’aucovariance suffit pour décrire la dynamique de xt

Supposons que xt ∼ ARFIMA(p, δ, q)

Sous une hypothèse Gaussienne, la log-vraisemblance est

LE(ϑ;x) = −n
2

log(2π)− 1

2
log |Σ(ϑ)| − 1

2
x′Σ(ϑ)−1x

≈ log(2π) +
1

n
log |Σ(ϑ)|+ 1

n
x′Σ(ϑ)−1x (2)

avec x = (x1, · · · , xn)′, ϑ = (δ, φ1, · · · , φp, θ1, · · · , θp) et

Σ(ϑ) = γx(r − s;ϑ), pour r, s = 1, · · · , n

et sachant qu’au Ch. 1 nous avions obtenu pour un ARFIMA(0, δ, 0)

γ(h) =
(σ2
ε/2π) sin(πδ)Γ(h+ δ)Γ(1− 2δ)

Γ(h+ 1− δ)
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Beran et al. (2013) p. 417 : on multiplie par −2/n et du coup on minimise la
fonction objectif
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Estimation de δ < 1/2 : MLE exact
L’estimateur du maximum de vraisemblance exact est alors

ϑ̂ = arg min
ϑ∈Θ
LE(ϑ;x)

Dahlhaus (1989) montre que
√
n(ϑ̂− ϑ)

d−→N (0,Ξ)

L’expression complexe de Ξ est détaillée dans Beran et al. (2013)

La théorie limite repose sur des conditions de régularité particu-
lières

Hosoya (1997) étend le MLE Gaussien au cas bivarié

Sowell (1992) étudie les propriétés numériques de θ̂

Requiert l’inversion de Σ(ϑ), une matrice n×n à chaque itération

⇒ pour n grand, cela devient très lourd informatiquement

⇒ Σ(ϑ) approche la singularité pour δ → 0.5 dans l’optimisation
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Approximation du MLE exact
Soit xt ∼ ARFIMA(p, δ, d) avec δ ∈ (−1/2, 1/2) et

fx(λ) =
σ2
ε

2π
|A(e−iλ)|2 =

σ2
ε

2π
hx(λ)

D’après le Théorème 1 on sait que

γx(h) =
σ2
ε

2π

∫ π

−π
eihλhx(λ)dλ

et donc que Σ(ϑ) = σ2
ε/(2π)Σh(ϑ) avec

Σh(ϑ) =

(∫ π

−π
ei(r−s)λhx(λ;ϑ)dλ

)
r,s=1,··· ,n

(3)

En utilisant cette représentation dans la vraisemblance (2) on a

LA(ϑ;x) = log σ2
ε +

1

n
log |Σh(ϑ)|+

(
2π

σ2
ε

)
1

n
x′Σh(ϑ)−1x
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Le terme log(2π) se simplifie avec le terme − log(2π) qui vient de Σ(ϑ) =

σ2
ε/(2π)Σh(ϑ)
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Théorème de Szegö
Theorem (3 : Szegö)

Pour Σh(ϑ) défini par l’Équation (3)

lim
n→∞

1

n
log |Σh(ϑ)| = 1

2π

∫ π

−π
log hx(λ;ϑ)dλ = 0

et il en découle que

σ2
ε = 2π exp

(
1

2π

∫ π

−π
log fx(λ;ϑ)dλ

)

Le Théorème 3 simplifie LA(ϑ;x) qui devient

LA(ϑ;x) =
1

2π

∫ π

−π
log fx(λ;ϑ)dλ+

(
2π

σ2
ε

)
1

n
x′Σh(ϑ)−1x (4)

si on ignore un terme constant log 2π
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Esquisse de preuve pour le théorème de Szegö
Puisque pour n→∞ on a

1

2π

∫ π

−π
log hx(λ;ϑ)dλ = 0

et on peut écrire

σ2
ε = σ2

ε exp

(
1

2π

∫ π

−π
log hx(λ;ϑ)dλ

)
≡ σ2

ε exp(0)

= 2π exp

(
log

σ2
ε

2π
+

1

2π

∫ π

−π
log hx(λ;ϑ)dλ

)

= 2π exp

(
1

2π

∫ π

−π
log fx(λ;ϑ)dλ

)
car fx(λ) =

σ2
ε

2π
hx(λ)

On en déduit aussi

log σ2
ε = log 2π +

1

2π

∫ π

−π
log fx(λ;ϑ)dλ (5)

où log 2π est souvent ignoré car constant
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Approximation de Whittle
Whittle (1953) propose d’approximer Σh(ϑ)−1 par

W (ϑ) =

(
1

(2π)2

∫ π

−π
ei(r−s)λ

1

hx(λ;ϑ)
dλ

)
=
(
ωr−s(ϑ)

)
, r, s = 1, · · · , n

Utilisons cette approximation dans l’Équation (4) de LA(ϑ;x)

LW (ϑ;x) =
1

2π

∫ π

−π
log fx(λ;ϑ)dλ+

(
2π

σ2
ε

)
1

n
x′W (ϑ)x

=
1

2π

∫ π

−π
log fx(λ;ϑ)dλ+

(
σ2
ε

2π

)−1
1

n

n∑
t,s=1

xtxsωt−s(ϑ)

=
1

2π

∫ π

−π
log fx(λ;ϑ)dλ+

1

(2π)2

∫ π

−π

1

n

n∑
t,s=1

ei(t−s)λxtxs
fx(λ;ϑ)

dλ

=
1

2π

∫ π

−π
log fx(λ;ϑ)dλ+

1

2π

∫ π

−π

Ix(λ)

fx(λ;ϑ)
dλ

où Ix(λ) est le périodogramme décrit par l’Équation (1)
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Estimateur de type Whittle
L’estimateur Whittle est alors donnée par arg min

ϑ∈Θ
LW (ϑ;x)

LW (ϑ;x) =
1

2π

∫ π

−π

(
log fx(λ;ϑ) +

Ix(λ)

fx(λ;ϑ)

)
dλ (6)

En pratique on remplacera l’intégrale par une
∑

de Riemann

LW (ϑ;x) ≈ 2

n

n∑
j=1

(
log fx(λj ;ϑ) +

Ix(λj)

fx(λj ;ϑ)

)
, λj = 2πj/n

L’approximation concerne au départ les processus I(0) et Fox et
Taqqu (1986) étendent l’approche aux processus I(δ < 1/2)

Comme pour LE(ϑ;x), Dahlhaus (1989) montre que,

√
n(ϑ̂− ϑ)

d−→N (0,Ξ)

avec Ξ identique au cas du MLE exact
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Estimateur de type Whittle local
Supposons que seules les basses fréquences nous intéressent

On peut alors évaluer LW (ϑ;x) pour m fréquences autours de 0

LW (ϑ;x) ≈ 2

m

m∑
j=1

(
log fx(λj ;ϑ) +

Ix(λj)

fx(λj ;ϑ)

)
, λj = 2πj/n

Si m/n→ 0 on sait que λ→ 0 et donc fx(λj ; δ) ∼ gλ−2δ
j et

QW (ϑ;x) ≈ 1

m

m∑
j=1

(
log
(
gλ−2δ

j

)
+
Ix(λj)

gλ−2δ
j

)
, λj = 2πj/n

L’estimateur local Whittle est alors donné par arg min
ϑ∈Θ

QW (δ;x)

⇒ L’estimateur est semi-paramétrique car il ne modélise que δ

⇒ Robuste à une mauvaise spécification du court terme (ARMA)
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Estimateur de type Whittle local concentré
Un raffinement de QW (ϑ;x) permet une ultime simplification

En dérivant QW (ϑ;x) par rapport à g on obtient

∂QW (ϑ;x)

∂g
=

1

m

(
m∑
j=1

g−1 − Ix(λj)

g2λ−2δ
j

)

Évaluée en 0 on obtient ĝ = gm(δ) = m−1
∑m
j=1 Ix(λj)λ

2δ
j

En remplaçant gm(δ) dans QW (ϑ;x) on obtient

KW (δ;x) =
1

m

m∑
j=1

log
(
ĝλ−2δ

j

)
+
ĝ

ĝ
= log gm(δ)− δ 2

m

m∑
j=1

log λj

⇒ L’estimateur dévient alors δ̂ = arg min
δ∈Θ

KW (δ;x)

Robinson (1995) montre alors que
√
m(δ̂ − δ) d−→N (0, 1/4)
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Notons que dans le calcul de KW (ϑ;x) on néglige le terme constant ĝ
ĝ

= 1 et

1

m

m∑
j=1

log
(
ĝλ−2δ

j

)
=
m

m
log ĝ +

1

m

m∑
j=1

log λ−2δ
j = log gm(δ)− δ 2

m

m∑
j=1

log λj

Conditions d’application du TCL pour l’estimateur local Whittle

• δ ∈ (−1/2, 1/2) et E(ε4t ) <∞

• fx(λj) = λ−2δ
j f∗(λ) = λ−2δ

j (f∗(0) +O(λρ)) pour ρ ∈ (0, 2]

• m→∞ et
(logm)2m1+2ρ

n2ρ
→ 0

Îx(λj) étant biaisé, la théorie limite de δ̂ n’est pas simple... Robinson (1995)
montre qu’une borne sur EÎx(λj) est suffisante pour assurer la consistance
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Estimateur de Geweke et Porter-Hudak (1983)

Geweke et Porter-Hudak (1983) adoptent une autre approche pour
estimer δ semi-paramétriquement

Partons du fait que pour λ→ 0 on a fx(λj ;ϑ) ∼ gλ−2δ
j

On suppose que log Ix(λj) ≈ log fx(λj ;ϑ) autour de 0 et donc

log Ix(λj) = log g + 2δ log λj + ε(λj), j = 1, · · · ,m, (7)

ε(λj) = log(Ix(λj)/fx(λj ;ϑ)) un terme d’erreur et m = o(n4/5)

On peut alors estimer l’Équation (7) par Least Squares (LSE)

La théorie limite des LS nous donne
√
m(δ̂ − δ) d−→N (0, π

2

24 )

Îx(λj) étant biaisé, la théorie limite de δ̂ est non-triviale comme le
montrent Hurvich et al. (1998)
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Conditions d’application du TCL pour GPH

• δ ∈ (−1/2, 1/2) et xt est Gaussien

• fx(λj) = λ−2δ
j f∗(λ) = λ−2δ

j (f∗(0) +O(λρ)) pour ρ ∈ (0, 2]

• f ′x(λj) = O(λ−2δ−1)

• m→∞ et m = o(n2ρ/(2ρ+1))

Hurvich et al. (1998) montrent que pourm bien sélectionné, plusieurs sources
de biais s’annihilent et

E(δ̂ − δ)2 =
4π4

81

f∗
′′

(0)

f∗(0)

m4

n4
+

π2

24m
+O(

m(log(m)3)

n2
) + o(

m4

n4
) + o(

1

m
)→ 0
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Domaine des fréquences et non-stationnarité

Les estimateurs de δ de type Whittle et LS éliminent les problèmes
numériques

Les estimateurs semi-paramétriques de δ éliminent le risque de
mauvaise spécification des fréquences λ >> 0

Un autre avantage de ces estimateurs réside dans une certaine ac-
commodation de la non-stationnarité

Si xt ∼ I(δ > 1/2), une première approche serait d’estimer δ̌ ≡ δ−1
pour ∆xt puis de considérer que δ̂ = δ̌ + 1⇒ peu efficace

Mais nous allons voir que pour δ ∈ [1/2, 1), ces estimateurs pré-
servent en partie de bonnes propriétés asymptotiques

Nous ne discuterons pas des processus non-inversibles car le cas δ <
−1/2 < 0 représente une situation d’intérêt moindre en économie
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Pseudo-densité spectrale

Soit xt ∼ I(δ) un processus stationnaire et fx(λ) ∼ g|λ|−2δ

Si δ > 1/2 rappelons que f(λ) n’existe pas γx(h) =∞

Cependant, si z(s)
t = ∆sxt pour s = bδ + 1/2c est stationnaire et

fz(s)(λ) ∼ λ−2(δ−s)

Hurvich et Ray (1995) montrent alors que xt admet une pseudo-
densité spectrale

fx(λ) := |1− eiλ|−2sfz(s)(λ) ∼ g|λ|−2δ

au sens où fx(λ) apparaît comme limite de EIx(λj) pour δ ∈
[1/2, 3/2)

⇒ fx(λ) ne représente pas la décomposition de la variance (infinie)
de xt mais peut-être utilisé pour construire des estimateurs de δ
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Estimateur de δ et non-stationnarité

Grâce au concept de pseudo-densité spectrale

Velasco (1999) montre que l’estimateur LSE est

consistant pour δ ∈ [1/2, 1)

asymptotiquement normalement distribué pour δ ∈ [1/2, 3/4)

Velasco et Robinson (2000) montrent que le Whittle est

consistant pour δ ∈ [1/2, 1)

asymptotiquement normalement distribué pour δ ∈ [1/2, 3/4)

Phillips et Shimotsu (2004) montrent que le local Whittle est

consistant pour δ ∈ [1/2, 1]

asymptotiquement normalement distribué pour δ ∈ [1/2, 3/4)

Shao (2010) montre que pour le Whittle

δ̂
p−→ 1 pour δ ∈ (1, 3/2) et conjecture la consistance pour δ = 1
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Représentation spectrale multivariée et VARFIMA
Soit un système k-varié linéaire de la forme∆δ1 · · · 0

...
. . .

...
0 · · · ∆δk


x1t

...
xkt

 =

u1t

...
ukt


où xt = (x1t, · · · , xkt)′ est un ARFIMA si ut est un ARMA

Si max(δ1, · · · , δk)′ < 1/2, xt est stationnaire et

E
(

(xt − E(xt))(x
′
t+j − E(x′t))

)
=

∫ π

−π
eiλjfx(λ)dλ

avec fx(λ) une matrice de densité spectrale décrite en λ→ 0 par

fx(λ) ∼ Λ(δa)GΛ(δa)∗, Λ(δa) = diag(λ−δaei(π−λ)δa/2) (8)

où a = 1, · · · , k et G est la matrice de VCV de ut = (u1t, · · · , ukt)′
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Estimation multivariée et VARFIMA
La densité (8) permet une approche local Whittle multivariée

QW (ϑ;x) ≈ 1

m

m∑
j=1

(
log det Λ(δa)GΛ∗(δa)+tr (Λ(δa)GΛ(δa)∗)−1Î(λ)

)
ou encore local Whittle multivariée concentrée

KW (δ;x) = log det Ĝm(δ)− 2

k∑
a=1

δa
1

m

m∑
j=1

log λj

où Ĝm(δ) = 1
m

∑m
j=1 Λ(δa)−1Î(λ)Λ∗(δa)−1 et

Îk×k(λ) = ωx(λ)ω∗x(λ) avec ωx(λ) =
1√
2πn

n∑
t=1

xte
−itλj et λj =

2πj

n

Shimotsu (2007) montre que

m1/2(δ̂−δ) d−→N (0,Ξ−1) où Ξ = 2
(
G�G−1+Ik+

π2

4
(G�G−1)−Ik

)
avec � le produit d’Hadamard et Ĝm(δ)

p−→G
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Pour le cas Whittle paramétrique, c’est plus compliqué même si la théorie
limite existe (voir Hosoya (1996) ...)
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Définition de la cointégration fractionnaire

Repartons de la définition d’Engle et Granger (1987)

Definition (Cointégration selon Engle et Granger, 1987)

Les éléments du vecteur de variables aléatoires Xt = (x1,t, . . . , xk,t)
sont dits cointégrés d’ordres (δ, b), noté CI ∼ (δ, b) si

a) tous les éléments du vecteur Xt sont I(δ)

b) il existe un vecteur β 6= 0 tel que εt = β′Xt ∼ I(δ − b) avec b > 0

Le vecteur β est de dimension k et se nomme vecteur cointégrant.

Pour δ, b ∈ R on parle de cointégration fractionnaire
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Cointégration, forte, faible et stationnaire
Selon les sous-espaces de δ et γ = δ − b on distingue

la cointégration forte

si δ > 1/2 et δ − γ > 1/2 (i.e. b > 1/2)

⇒ εt est stationnaire et les déviations à l’équilibre de long terme sont
peu persistantes relativement à Xt

la cointégration faible

si δ Q 1/2 et δ − γ < 1/2 (i.e. b < 1/2)

⇒ εt est très persistant relativement à Xt impliquant de larges et
durables déviations à l’équilibre de long terme

la cointégration stationnaire

si δ < 1/2 et δ − γ < 1/2 (i.e. b < 1/2)

⇒ εt et Xt sont stationnaires donc les déviations à l’équilibre de
long terme sont persistantes relativement à Xt

⇒ il s’agit d’un sous-cas très particulier de cointégration faible
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Le cadre fractionnaire de l’approche en 2 étapes

Soit xt ∼ I(δ) un processus stochastique d’innovations υt et

yt = βxt + εt avec εt ∼ I(γ) et β 6= 0

Cheung et Lai (1993) proposent d’étendre l’approche en 2 étapes

1a on estime δx et δy par un estimateur δ̂ consistant

1b on test l’égalité entre δx et δy

1c on estime β par OLS

... on récupère les résidus estimés ε̂t = yt − β̂xt

2a on estime γ par un estimateur γ̂ consistant

2b on teste si ε̂t ∼ I(γ < δ)
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Étape 1 dans le cadre fractionnaire

1a L’estimation des δx et δy doit se faire à l’aide d’un estimateur
consistant

1b La théorie de la cointégration requiert δx = δy = δ

Hualde (2013) propose un test d’égalité sous la nulle que nous
allons détailler

1c Sous l’hypothèse que (yt, xt) ∼ I(δ) et β 6= 0 comment se com-
portent les OLS ?

Cheung et Lai (1993) révèlent que nb(β̂ − β)
p−→ 0 avec b = δ− γ

⇒ ce résultat généralise ceux des Chapitres 1 et 2 (b = 0 et b = 1)

Note Si εt ⊥ υt n’est pas respecté, le problème d’endogénéité subsiste
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Étape 1b : test d’égalité des ordres
Hualde (2013) propose la statistique de test suivante

t̂ =
(2πn)−1/2â′

∑n
t=1 zt(δ̂x, δ̂y)

(â′f̂z(.)(0)â)1/2

d−→N (0, 1)

sous H0 : δy = δx contre H1 : δy 6= δx où t̂ ∼ n|δx−δy| et

zt = (yt, xt)
′ et zt(δ̂y, δ̂x) =

(
∆δ̂yyt,∆

δ̂xxt
)′

â =
(
1
(
nκ(δ̂y − δ̂x) > hn

)
,1
(
nκ(δ̂y − δ̂x) ≤ hn

))′
avec â

p−→ a := (1, 0)′1(δy > δx) + (0, 1)′1(δy ≤ δx) et n→∞

pour hn = lognκ ou hn = nκ/2 un paramètre de réglage

κ > 0 est un autre paramètre de réglage (e.g. κ = 1/2)

δ̂y et δ̂x sont obtenus par Whittle ou local Whittle multivariés

⇒ f̂z(.)(0) est la densité spectral en λ = 0 de zt(δ̂y, δ̂x)
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Attention, en présence de cointégration, f̂z(.)(λ → 0) tend vers la VCV dé-
crivant les relations de long terme entre les séries.
Tout comme dans le domaine temporel, la matrice des relations de long terme
est singulière car de rang réduit, ce qui implique que l’on ne peut pas l’in-
verser.
Néanmoins, le test de Hualde (2013) ne nécessite pas une inversion car au
dénominateur, les coefficients â′ et â font ressortir uniquement les f (ii)

z(.)(0)
pour i = 1, 2.
Le test est donc valide sous l’unique condition que f (ii)

z(.)(0) > 0



Domaine fréquentielle Estimation cointégration fractionnaire FCVAR NLCVAR Sum up

Étape 1c : l’endogénéité dans le cadre fractionnaire

Tout comme le cas I(1)/I(0), l’endogénéité pose problème

En présence de cointégration forte

⇒ les OLS sont biaisés mais ce biais est Op(n−1)

En présence de cointégration stationnaire

⇒ les OLS sont inconsistant car le biais ne disparaît pas asympto-
tiquement

⇒ Il existe des méthodes analogues au FMOLS mais dans le domaine
des fréquences pour traiter l’endogénéité

⇒ voir Aloy et de Truchis (2015) pour une revue de la littérature
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Étape 2 dans le cadre fractionnaire

2a Sur la base des résidus collectés ε̂t, on estime γ à l’aide d’un esti-
mateur consistent

2b Test d’absence de cointégration
Wang et al. (2015) proposent la statistique de test suivante

F̂ =
n−1/2∑n

t=1 ∆γ̂xt

(2πf̂υ(0))1/2
d−→N (0, 1)

sous H0 : γ = δ contre l’alternative H1 : γ < δ où F̂ = Op(T
δ−γ)

Précisons les notations

f̂υ(0) est la densité spectral en λ = 0 de υ̂t = ∆δ̂xt

δ̂ est obtenu par Whittle ou local Whittle

γ̂, estimé à partir de ε̂t, est obtenu par Whittle ou local Whittle

ε̂t est obtenu à partir d’un estimateur consistant de β
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Un biais peut apparaître dans l’estimation de γ par local Whittle sous H0 :
γ = δ, i.e. quand β = 0.
Cela semble lié à l’utilisation des OLS dans un cadre de régression factice,
combiné à un estimateur qui converge m1/2, mais à confirmer (voir Hualde
et Velasco 2008 et Velasco 2003)
Dans ce cas le test Wang et al. (2015) est oversized mais on peut retrouver
une bonne taille en estimant γ à l’aide d’un estimateur convergent en n1/2,
e.g. l’estimateur Whittle paramétrique.
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Cointégration fractionnaire et systèmes triangulaires
L’approche en 2 étapes de Cheung et Lai (1993) repose sur un
système triangulaire sous-jacent

x1t = βx2t + ∆−δ1ε1t,
x2t = ∆−δ2ε2t,

, (9)

(9) est un système de cointégration si δ2 > δ1 > 0 et β 6= 0 et
admet la représentation matricielle suivante,(

1 −β
0 1

)(
x1t

x2t

)
=

(
(1− L)−δ1 0

0 (1− L)−δ2

)(
ε1t

ε2t

)
, (10)

où ε = (ε1t, ε2t)
′ ∼ I(0)

De plus, si 1/2 > δ2 > δ1 > 0, zt = (ε1t, x2t)
′ est stationnaire et

E
(

(zt − E(zt))(z
′
t+j − E(z′t))

)
=

∫ π

−π
eiλjfz(λ)dλ

avec fz(λ) une matrice de densité spectrale
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Systèmes triangulaires stationnaires et densité spectrale
Dans le cas stationnaire du système cointégré (9) on a donc

fz(λ) = Λ(δ)fε(λ)Λ∗(δ)

avec Λ(δ) = diag((1− eiλ)−δ1 , (1− eiλ)−δ2) et si λ→ 0

fz(λ) ∼ Λ(δ)GΛ∗(δ), Λ(δ) ∼ diag(λ−δ1 , λ−δ2)

Le périodogramme matriciel du système (9) est particulier

Iz(λ) = ωz(λ)ω∗z(λ) =

(
ω1(λ)− βω2(λ)

ω2(λ)

)(
ω1(λ)− βω2(λ)

ω2(λ)

)∗
(11)

car il tient compte du paramètre β dans le développement de

ωz(λ) =
1√
2πn

n∑
t=1

zte
−itλj , zt = (ε1t, x2t)

′

Les 3 paramètres du système sont donc bien ϑ = (δ1, δ2, β)′
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Systèmes triangulaires stationnaires et estimation Whittle
Nielsen (2007) propose un estimateur local Whittle joint de θ

QW (ϑ;x) ≈ 1

m

m∑
j=1

(
log det Λ(δ)GΛ∗(δ) + tr (Λ(δ)GΛ(δ)∗)−1Îz(λ)

)

ou encore local Whittle multivariée concentrée

KW (ϑ;x) = log det Ĝm(δ)− 2(δ1 + δ2)
1

m

m∑
j=1

log λj

où Ĝm(δ) = 1
m

∑m
j=1 Λ(δ)−1Îz(λ)Λ∗(δ)−1

Nielsen (2007) montre que pour ϑ = (δ1, δ2, β)′

√
mdiag(I2, λ

δ1−δ2
m )(ϑ̂− ϑ)

d−→N (0,Ξ−1), Ξ =

(
Ξ(1) 0

0 Ξ(2)

)
où Ξ(1) = 2(G�G−1 + I2) et Ξ(2) = 2G22/(G11(1− 2δ2 + 2δ1))

de Truchis (2013) propose la version Whittle paramétrique
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Systèmes triangulaires non-stationnaires et taper
Nous avons vu que pour δ ∈ [1/2, 3/2), xt ∼ I(δ) admet une
pseudo-densité spectrale avec z(s)

t = ∆sxt

fx(λ) := |1− eiλ|−2sfz(s)(λ) ∼ g|λ|−2δ, s = bδ + 1/2c

Néanmoins, le biais du périodogramme, déjà présent pour |δ| ∈
(0, 1/2), augmente considérablement si |δ| > 1/2

Velasco (1999) propose de réduire ce biais en “biseautant” le
spectre aux extrémités, i.e. quand λ→ 0 et λ→ 2π

l’idée est de multiplier xt par des poids ht ∈ [0, 1], valant 1 au
centre et diminuant doucement vers 0 aux extrémités

La DFT modifiée est alors

ωx(λj) =
(

2π
n∑
t=1

h2
t

)−1/2∑
t=1

htxte
iλt, λj =

2πj

n

Un choix typique pour ht, appelé taper, est ht = 1−|(2t−n)n−1|
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Cointégration non-stationnaires et estimation Whittle
Shimotsu (2012) utilise le concept de taper pour étendre l’ap-
proche de Nielsen (2007) au cas non-stationnaire

Soit un système cointégré décrit par (10) et 0 < δ1 < δ2 <∞

Soit I(λ)z = ωz(λ)ω∗z(λ) où ωz(λ) est obtenu à l’aide d’un taper

Une approche local Whittle multivariée concentrée donne

KW (ϑ;x) = log det Ĝm(δ)− 2(δ1 + δ2)
2

(1− κ)m

m∑
j=2

log λj

où Ĝm(δ) = 2
(1−κ)m

∑m
j=2 Λ(δ)−1Îz(λ)Λ∗(δ)−1 et κ = 0.05

Shimotsu (2012) montre que

√
m diag(I2, λ

δ1−δ2
m )(ϑ̂− ϑ)

d−→N (0,Ξ−1)

la VCV asymptotique Ξ est détaillée dans Shimotsu (2012), p. 269
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Plan

1 Le domaine des fréquences
2 Estimation des processus I(δ)
3 Cointégration fractionnaire

4 CVAR fractionnaire
5 Cointégration non-linéaire
6 Conclusions
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VAR co-fractionnaire

Faute de temps, cette section ne sera pas traitée mais voici quelques
références pour répondre à une éventuelle curiosité

Johansen et Nielsen (2012)

Johansen et Nielsen (2010)

Johansen (2008)

Ces papiers sont très théoriques et dépassent largement le niveau
M2 donc pour une approche plus appliquée voir Jones et al. (2014)
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VAR cointégré non-linéaire

Faute de temps, cette section ne sera pas traitée mais voici quelques
références pour répondre à une éventuelle curiosité

Hansen et Seo (2002)

Kristensen et Rahbek (2010)

Kristensen et Rahbek (2013)

Seo (2007)
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Ce qu’il faut retenir
La mémoire longue est importante pour

décrire précisément l’autocovariance des processus stationnaires

définir rigoureusement la frontière de la stationnarité

définir précisément où débute le risque de régression fallacieuse

⇒ L’estimation de δ est cruciale mais

complexe et coûteuse dans le domaine temporel

facilitée dans le domaine des fréquences

gérable semi-paramétriquement dans le domaine des fréquences

La prise en compte de la mémoire longue ouvre la porte à

la spécification de modèles de cointégration fractionnaire

l’estimation des systèmes triangulaires fractionnaires en 2 étapes

l’estimation des systèmes triangulaires fractionnaires en 1 étape
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