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Non-linéarité et cycles

m Question centrale : la non-stationnarité des séries temporelles

m De nombreuses de séries économiques semblent non-stationnaires
m La non-stationnarité est complexe a définir car protéiforme

m La non-stationnarité engendre des complications importantes dans
la théorie limite des estimateurs

= Quelques exemples :

m Inflation : Non-stationnarité globale/ locale ? Racine unitaire ?

m Volatilité financiére : Stationnarité ? Non-stationnarité ?

G. de Truchis > temporelles non-
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Variables macroéconomiques

Quarterly inflation (%)
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Dynamique persistante

m Difficile de déterminer visuellement si ’inflation est non-stationnaire

m La fonction d’autocorrélation de l'inflation indique une trés forte
persistance

m Pour autant, la séries semble stable autour d’'une moyenne de long
terme

G. de Truchis



- En fait on verra plus tard qu’avec un processus & mémoire longue ou un
AR non-causal on peut approximer ces dynamiques
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Variables financiéres

Typical stock market volatility dynamics
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Dynamique extréme

m Difficile de déterminer visuellement si la volatilité est non-stationnaire

m La série est animée par de nombreux événements extrémes

m Pour autant, la séries semble stable autour d’une moyenne de long
terme

G. de Truchis



- En fait on verra plus tard qu’avec un processus & mémoire longue ou un
AR non-causal on peut approximer ces dynamiques



Définir la non-stationnarité

m Plusieurs phénoménes peuvent mener & la non-stationnarité

= tendance déterministe
= tendance stochastique
= non-linéarités (cours commun avec Elena Dumitrescu)

= chocs de grandes valeurs et non-causalité (dépasse le niveau M2)

m Pour mieux comprendre la non-stationnarité repartons de
m la stationnarité au second ordre
m la stationnarité stricte
m lergodicité
= Objectif du cours : dynamiques non-stationnaires dans un cadre

essentiellement linéaire
G. de Truchis
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Définitions

Definition (1)

Un processus stochastique, noté {X;(w),w € Q,t € R}, est une

séquence ordonnée de variables aléatoires définies sur un espace proba-
bilisé (2, F,P) avec

m () l’ensemble non-dénombrable des éventualités
m F un o-algébre représentant les événements

m P une mesure de probabilité telle que P(A) donne la probabilité de
l’événement A

= Par la suite, {X;(w),w € Q,t € R} sera noté {X,;}ier ou X,

G. de Truchis Economeétrie d temporelles no tionnaires



Si {X¢}+ter, le processus stochastique est en temps continu, si { Xt }iez, il est
discret
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Définitions

Definition (2)

Une série temporelle notée {x:}icr ou x4 est un segment des réalisa-
tions d’un processus stochastique {Xi}icz avec Z O T

Definition (3)

Une série temporelle infinie notée {x:}32_  est un segment infini
des réalisations d’un processus stochastique { X }iez,

G. de Truchis



le symbol D dénote un sur-ensemble
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Définitions

Definition (4)

Les moments inconditionnels ordinaires et centrés de X; peuvent
s’exprimer comme 'espérance de h(X;), une fonction continue de X,

B(H(X0) = [ (X0 S (X)X,
avec f(Xy) la fonction de densité inconditionnelle de X,
m Pour calculer lespérance de X; on choisira h(X;) = X,

E(X:) = m
m Pour calculer la variance de X; on choisira h(X;) = (X; — E(X}))?

V(Xt) = o?

G. de Truchis Economeétrie des s temporelles non-stationnaires
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Définitions

Definition (5)

La fonction d’autocovariance de X; s’obtient a partir de la densité
jointe de (Xy, X¢—1,...,Xi—p) et se note

~v(h) = Cov(Xy, Xy—p)
= E((Xt — p)(Xen — Mtfh))

= / o 0 /(Xt — ,LLt)(thh — ,LLtfh)f(Xt, 000 ,Xt,h)dXt 0o .dXt,h

avec f(X¢, ..., Xe—pn) la fonction de densité inconditionnelle de X

G. de Truchis Economeétrie des mporelles non-stationnaires
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Stationnarité au second ordre

m Soit {X;}+ez noté X; une séquence de variable aléatoire

Definition (6)
X, est stationnaire au second ordre si
mVteZ, E(Xy) =p< o0
u Vt,h S Z, CO’U(Xt,X,H,h) = ’Y(h) < o0
= WVt eZ, V(Xi)=0>< oo car Cov(Xy, Xogn) = V(Xt) pour h =0
m On cherche ici & résumer la stabilité en loi du processus X; uni-
quement & travers ses deux premiers moments
m Pertinent dans le cas Gaussien mais réducteur en générale

m Cette définition faible de la stationnarité est plutét simple a tester

G. de Truchis Economeétrie d temporelles no tionnaires
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Stationnarité stricte

m Soit X; une séquence de variable aléatoire

Definition (7)
X, est stationnaire strictement si la distribution jointe de X; et
Xiin, Vt, h ne dépend pas de t et uniquement de h

F(Xey oy Xeon) = f(Xry oo, Xrop)

avect £ T

m La distribution jointe du processus X; doit donc étre invariante
par translation dans le temps

m Pertinent dans le cas non-Gaussien et Gaussien

m Cette définition forte de la stationnarité est difficile a tester

tionnaires

temporelles no
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Ergodicité
m Soit {X;}}, un processus stationnaire au second ordre
Definition (8)

X;, stationnaire au second ordre est ergodique si

avec y(h) sa fonction d’autocovariance
m Cette définition implique que la mémoire du processus est finie

m une mémoire finie permet d’accumuler de l'information pour l'in-
férence statistique

m ergodicité décrit une forme faible d’indépendance asympto-
tique

m l’absolu sommabilité de v(h) est une condition suffisante pour

Voerondicité B
G. de Truchis H > d temporelles non-




d’indépendance asymptotique : weakly mixing implies ergodicity
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Théoreme (décomposition) de Wold
Theorem (1 : Décomposition de Wold )

Soit { X}y un processus stationnaire au second ordre. On peut mon-
trer que X; peut toujours se décomposer en une somme pondérée des
innovations de X; et une composante déterministe ji;

o0
= pe+ E ajEt—;
Jj=0

avec Y22 003 <00 et g ~i.i.d.(0,02 < co)

m La convergence en moyenne quadratique des a; est importante car
E a a < 00

7=0

si pour m > n, E(Zj 0aj — Z?:Oa]) <C:>E] 005 <00

G. de Truchis Economeétrie des mporelles non-stationna
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Théoréeme de Wold et autocovariance

m La vitesse de décroissance des coefficients a; détermine également
lallure de 'autocovariance de x; car

3(h) = B((X0 = ) (Koo = pu))
E( i AmEt—m i as+h€t—s+h)
m=0 s=0

= Z amas+h7€(m —s+ h)

m,s=0

(oo}
2
=0 E AmGsth

m,s=0

G. de Truchis Economét
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Tendance déterministe

m Il existe de nombreuses facons de violer les hypothéses d’ergodicité
et de stationnarité

m Il existe donc tout autant de type de processus non-stationnaires
m Le plus simple d’entre eux : la tendance déterministe linéaire
m Xi = p+ 0t + e avec g ~ i.i.d. (0, ol < 00)
m on voit immédiatement que V(X;) = 02 mais E(X;) = pu + 6t
= l’espérance dépendant du temps, X; est non-stationnaire
m Ce raisonnement tient pour des fonctions nonlinéaires du temps

Xe=p+6(t)+e

avec e.g. §(.) une fonction polynomiale

G. de Truchis Economeétrie d temporelles no tionnaires



Tendance stochastique et racine unitaire
m Soit un AR(1) : Xy = pXy—1 +&1, & ~i.dd. (0,02 < o0)

m Si p =1 on constate que X; = Xy + Z;;lo €1—j et donc

Cov(Xy, Xy—j) = (t — j)o2 et V(Xy) = <Z£t j) = to?

= La variance de X; dépend de t = X; est non-stationnaire

= p =1 place une solution du polynome de retard sur le cercle unité
donc X; est un processus racine unitaire

= X, est une marche aléatoire d’espérance conditionnelle

t—1
E(X¢| X1, Xta, -+, Xo) = X1 = Zet_j = stochastic trend
j=1

= X, est une martingale de tendance stochastique »_ jEt—j

G. de Truchis Economeétrie des s temporelles non-stationna



Solution du polynéme charactéristique 1 — pz =0
z=1/p= sip=1lonaz=1

Silp] < 1= z=|1/p| > 1 la racine est en dehors du cercle unité et le

processus est stationnaire. Si |p| > 1 la racine est dans le cercle unitaire
et le processus admet une solution stationnaire mais non-causale (en temps
inversé). Une martingale est un processus stochastique X; dont l’espérance

en t, sachant 'information passée Is au temps s, est égale & X
E(X¢| ) = X,

On parle de sous-martingale si

]E(th—[.s) Z Xs

On parle de sur-martingale si

E(X¢|Is) < X,



Non-stationnarité

[e]e]e] Je]ele)

Tendance stochastique et différenciation
m Soit un AR(1) : Xy = p+ pXy_1 + &1, & ~ivid. (0,02 < 00)

m Sip=1et Xy =0, la représentation M A(cc) nous donne

t—1
Xt*PXOJFHZPJWLZP]& j*HtJFZ& —j
7=0 7=0

m On constate alors que

m La variance et I’espérance ne sont pas indépendantes de ¢

= X; est un processus explosif de type marche aléatoire et de
dérive p

m X; est stationnaire en premiére différence car

AX,=(1-DX, =X, — X, 1=p+e

G. de Truchis Economeétrie de temporelles non-stationnaires
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Non-stationnarité globale

m Les processus de type tendance déterministe ou stochastique
sont globalement non-stationnaires

m le processus viole les conditions de stationnarité
m les paramétres du processus sont invariants

= la non-stationnarité existe pour toute évolution du processus

G. de Truchis
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Non-stationnarité locale
m Les processus dont les paramétres évoluent dans le temps sont
possiblement localement non-stationnaires
m Par exemple, un modéle a changement de régime peut étre

m stationnaire dans un régime
m non-stationnaire dans autre régime (localement non-stationnaire)

= globalement stationnaire ou non-stationnaire

m Ce type de processus étant non-linéaire = cours d’économétrie
non-linéaire

G. de Truchis



Non-stationnarité
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Stationnarité locale
m Les processus dont les paramétres évoluent dans le temps sont
possiblement localement stationnaires

m Par exemple, un modéle a coefficients aléatoires dépendant du
temps

m est non-linéaire et globalement non-stationnaire
m peut s’approximer localement par des processus stationnaires

= concept de stationnarité locale (dépasse le niveau M2)

m Références : Rao (2006), Dahlhaus et Rao (2006)

G. de Truchis Economeétrie d temporelles non-stationnaires
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Processus 1(5)
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ARMA stationnaire

m Les modéles dynamiques les plus répandus sont les ARMA

m Supposons X; ~ ARM A(p, q)

p q
Xy = Z(ﬁth,j + ZejEt,j +é&t, Ep v Z’Ld(0,0S < OO)
j=1 j=1
1L+ 40,09 o(L)

1 —¢1L—|—...—|—¢pr€t = ¢(L)€t = (L)ey Z;ajgt,j

dont les racines du polynome
dL)=Q - L+...+¢,L")

ne sont pas situées sur le cercle unité et avec L I'opérateur retard

= X, est stationnaire (voir cours de Pauline Gandré en M1)

G. de Truchis Economeétrie d mporelles non-stationnaires
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Ergodicité des ARMA

m A partir de la forme MA(co0) de X; on obtient
v(h) = o? Z a;ajtn
j=0

m En valeur absolue et par I'inégalité triangulaire on obtient

o0 oo

§ : 2§ :
ajaj+h‘ S (o ’ajaﬂ_h)

3=0

=0

h(h)| = o2

m On constate alors que les ARMA sont ergodiques car

S a2 3 Jaja (1)
h=0

h=0 j=0
o oo

=02 a1 Y lajinl < oo, (2)
=0 h=0

Yoo laj] < oo pour un ARMA et la convolution de deux séries
absolument sommables est absolument sommable

G. de Truchis Economeétrie d mporelles non-stationnaires
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Integration

Definition (9)

Un processus stationnaire d’autocovariance y(h) absolumment som-
mable est dit faiblement dépendant

Definition (10)

Si un processus est faiblement dépendant apres § différenciations, il
est dit intégré d’ordre § ou I(9)

m Exemple : si X; =+ X;_1 + & avec g ~ i.i.d.(0,02 < o)
= AX; =+ ¢; est faiblement dépendant
= X est intégré d’ordre 1 également noté X, ~ I(1)

= AX, est intégré d’ordre nul également noté AX; ~ I(0)

G. de Truchis Economeétrie des s temporelles non-stationnaires
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ARIMA
Definition (11)

Un processus Xy est un ARIMA(p,d,q) si une fois différencié 0 fois il
peut s’exprimer comme un processus stationnaire et invertible de type
ARMA(p, q)

P(L)A’ X, = a+0(L)ey, & ~i.i.d.(0,02 < o0)

m Exemple : en cas de racine unitaire on a 6 = 1 et donc
¢(L)AXt =+ 9(L>Et 54 AXt = U + ’lb(L)Et
avec 1 = ¢(L) "t et (L) = (L) 10(L)

m Dans le méme esprit que la marche aléatoire on observe que

Xy = Xo+ pt + (L Zet J

= Dans les cas simples §
G. de Truchis
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Intégration fractionnaire
m Soit un processus (1 — L)°X; = ¢; avec § > —1/2

m X; est un bruit blanc fractionnaire si ¢, ~ WN(0,02 < c0)

m Une représentation M A(co) nous donne

NG ; .
Xi=(1- Z I+ 1 Ljf:t = Za‘j(—o)gt_j

Jj= Jj=0

= Le polynéme de différenciation fractionnaire (1 — L)~

0(1+9 0(14+6)(2+46
(EL PR CR2)

m chaque numérateur est un symbole de Pochhammer

() =6+ 1)(6+2)...(6 +n— 1) =D(n + 66~

L3+

(1-L)°=1+0L+

m chaque dénominateur est une factorielle, or n! =T'(n + 1)

m le j-iéme terme de la suite est donc (8); x T'(j + 1) "' L7

G. de Truchis Economeétrie des s temporelles non-stationnaires



Rappelons que la fonction Gamma est telle que

+oo
I(z) = / e tdt
0

et queI'(z+1)=2T(2) et I'(1) =1
Cette fonction étend la fonction factorielle aux réels et aux complexes



Processus ()

O00000®0000000

Filtre fractionnaire

1.0

0.2+ T

0 5=00 20 40 60 80 100
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Processus I(6§)
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Analyse du filtre fractionnaire

m Une analyse a la limite nous apprend que
aj(—0) ~ Lj*” (1+0(G™Y), j—o
) |
m Granger et Joyeux (1980) soulignent alors que
msid=1/2onay 7, aj(—0)? =00
= eneffet aj(—4)2 ~ j~! décrit une série Harmonique (divergente)
msid>1/2ona 7, a;(=0)? = oo
= j206-1)=p>-1 &5t une p-série (hyper-Harmonique) divergente

msid<l/2ona E;’;laj(—é)Q < o0

= j 2(6=1)=p<~1 o5t une p-série (hyper-Harmonique) convergente

G. de Truchis Economeétrie d temporelles non-stationnaires



Notation de Landau :

f(n) = O(g(n)) veut dire que f(n) est bornée (dominée) par g(n) asympto-
tiquement (n — oo)

f(n) =o(g(n)) veut dire que f(n) est négligeable devant g(n) asymptotique-
ment (n — c0)



Processus 1(5)
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Bruit blanc fractionnaire et non-stationnarité

m Une représentation M A(oco) alternative de X; est alors

oo 1 %) B
Xt = ZC@(—(;)&},J‘ I~ W (Z] 1+6€t7j + €t>
j=0 j=1

m La variance apparait alors sous une forme simple

m V(X,) sera finie si § < 1/2 = X, stationnaire

m V(X,) sera infinie si § > 1/2 = X, non-stationnaire

m [l existe une formulation non-asymptotique de la variance

V(Xy) = aQF(l — %) = o2vs

“T2(1-9)

otlvs=1sid=0etvg=o00sid>1/2

G. de Truchis Economeétrie d mporelles non-stationnaires
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Bruit blanc fractionnaire et autocovariance

m Les calcules d’autocovariance obtenus par Hosking (1981) donnent

v(h) = E((XtXt—h>
5 T(h+46)T(1—20)
T T(h+1-0)0(1—0)I(o)
_ (02/2m) sin(wd)T(h + 6)I'(1 — 26)
- T(h+1-9)

avec § € (—1/2,1/2)

m Approximation asymptotique de Lieberman et Phillips (2008)

2 - .
Y (h) ~ %F(l }ff_);;n“@ +O(h3), h— oo

avec § € (—1/2,0)U (0,1/2)

G. de Truchis Economeétrie de temporelles non-stationnaires
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Bruit blanc fractionnaire et sommabilité
m Via Lieberman et Phillips (2008) on constate que

v(h) ~Ch?~1 C>0
m Or pour 6 € (0,1/2) on a 26 — 1 € (—1,0) et donc

Z |7(4)| = oo bien que V(X;) < oo
j=0

m En revanche, pour § € (=1/2,0), 26 — 1 € (=2, —1) et donc

> (i)l < oo
=0

m Side(—1/2,0), v(j) est absolument sommable
= X est dit faiblement dépendant et & mémoire courte
m Sid e (0,1/2), Xy, v(j) nest pas absolument sommable

= X est dit fortement dépendant et 4 mémoire longue

G. de Truchis Economeétrie d mporelles non-stationnaires
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Bruit blanc fractionnaire et mean reversion

Definition (12)

Un processus X; est mean-reverting (revient vers sa moyenne) si sa
fonction de réponse impulsionnelle cumulée (CIR) & linfini tend vers

Z€ro.

m Soit (1 — L)°X; = £, un bruit blanc fractionnaire avec § > 1/2

m Considérons a présent la représentation MA(oco0) de (1 — L)X,
(1-L)X;=(1-1L)"%%,

m On a alors 'impact d’un choc unitaire en ¢ sur X en t + h

h h
CIR, =) a;(1-8)~C> j°% C>0

=0 j=1

dont la convergence est vérifiée pour § < 1 quand h — oo

G. de Truchis Economeétrie des s temporelles non-stationnaires
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ARFIMA

m On peut généraliser le bruit blanc fractionnaire en ajoutant de la
dynamique de court terme

Definition (13)

Un processus X; est un ARFIMA(p,d,q) si une fois différencié § fois il
peut s’exprimer comme un processus stationnaire et invertible de type

ARMA(p, q)
H(L)A° X, = o+ O(L)e,

m Les démonstrations précédentes tiennent pour un ARFIMA bien
que les formules se complexifient

G. de Truchis Economeétrie de temporelles non-stationnaires
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ARFIMA
m A la différence des processus ARIMA(p, d, q)

= X est stationnaire & mémoire longue si § < 1/2

= X est non-stationnaire & mémoire longue si § > 1/2
= X est non-stationnaire mean-reverting si 1/2 < § < 1
= X, est stationnaire & mémoire courte si § <0

= X est dit anti-persistant si 6 < 0

= X, posséde une représentation MA(co) si 6 > —1/2

= X, posséde une représentation AR(oc0) si § < 1/2

m Les deux derniers points sont discutés par Hosking (1981)

G. de Truchis Economeétrie d temporelles non-stationnaires
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Les concepts de convergences

m Soit X; une fonction de n variables aléatoires X,, = f(Y1,...,Yy)
m [’étude du comportement de X,, quand n — oo est cruciale

m f(.) sera souvent un estimateur
m L’étude de ce comportement limite repose sur différentes notions
de convergence
B convergence presque sire
B convergence en probabilité

B convergence en moyenne quadratique

m convergence en loi

G. de Truchis
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Convergence presque siire

m Implications : quand n — oo, X,, tend de fagon certaine vers une
constante (i.e. une variable aléatoire dégénérée)
Definition (14)

T, converge presque sdrement vers une constante c St,

Pr(lim Xn:c>:1

n—oo

m Notation mathématique : X,, =% ¢

m Explications : Comme X, tend vers une valeur constante de
maniére certaine, sa distribution asymptotique est une masse
ponctuelle
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Convergence presque siire : lllustration

Densité

n petit

Densité

n grand
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Convergence en probabilité

m Implications : quand n — oo, X,, tend vers une constante

Definition (15)

X, converge en probabilité vers une constante c, si pour toute valeur

de e >0,
lim Pr(|X, —c|>¢€) =0
n—oo

» Notation mathématique : X,, ~»¢ ou plim X, = ¢

m Explications : La convergence en probabilité n’est pas stricte
comme la convergence presque siire et on parle également de conver-
gence au sens faible. Par conséquent, X,, converge asymptotique-
ment vers une quantité aléatoire dont la densité est trés concentrée
autour de ¢
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Convergence en probabilité : [llustration

Densité Densité

e grand

€ petit
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Convergence en moyenne quadratique

m Implications : quand n — oo, X,, tend vers une constante

Definition (16)

X, converge en moyenne quadratique vers wune constante c, Si
E (\Xn|2) < oo et si pour toute valeur de v > 0,

E (| X, —c*) <~

m Notation mathématique : X, —3 ¢

m Explications : X, converge en moyenne quadratique si sa distri-
bution est centrée sur ¢, i.e. E(X,,) = c et si sa variance tend vers 0
asymptotiquement, impliquant une densité trés concentrée autour

de ¢

G. de Truchis Economeétrie ¢ temporelles non-stationnaires




Convergence en loi

m Implications : quand n — 0o, X,, tend vers une autre variable
aléatoire et dont la distribution est asymptotiquement équivalente

Definition (17)
Soit F,(.) la fonction de répartition de X,,. X,, converge en loi vers une
variable aléatoire X définie sur un support X () et ayant pour fonction
de répartition F(.) si,

lim F,(z) = F(z), Vz € X(Q)

n—0o0

m Notation mathématique : X, i)X ou X, i>£

m Explications : Asymptotiquement la distribution de X,, est donc
identique & celle de X, ce qui implique des fonctions de densité et
de répartition identiques : X,, et X sont identiquement distribuées

G. de Truchis Economeétrie de temporelles non-stationnaires
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Convergence en loi : Illustration

Densité Densité
i i
| . |
|
! n petit ! n grand
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
|
| |
| o |
: densité de x TN
1 / 1 \
1 / I \
| / | \
| / | \
| / 1 \
I / I \
| / | \
. / i \
1 / | \
I / ! \
| densité de x,, / | \
/ \
! y ! N
B 1 __— g I ~~ —
- )
c-¢ ¢ c+te c

G. de Truchis



Proba

)O 000000000 ®0000000000 O

Loi faible des grands nombres

m Implications : il s’agit d’un théoréme portant sur une séquence
de variables aléatoires i.1i.d.

Theorem (2 : Weak Law of Large Numbers)

Pour une séquence de variables aléatoires i.i.d. , Xy = X1,..., Xn, la

moyenne empirique de ces variables converge en probabilité vers l’espé-
rance de X

o1&
X:EE X, 5 E(X)
t=1

m Par la suite on notera LLN la loi des grands nombres

G. de Truchis Econométrie des
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Loi forte des grands nombres

m Notes : Il existe des versions fortes de cette loi

plim X = lim n~! ZE X:) si X; indépendant Vt (3)

n— 00
t=1

=psi Xy~ id.d. (4)

Theorem (3 : LLN Kolmogorov)

Pour une séquence de variables aléatoires i.i.d. , X; = Xq,..., X, st
E(|X:|) < oo, la moyenne empirique de ces variables converge presque
stirement vers l’espérance de X,

K== ZXt—ﬂE (Xy)
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Loi forte des grands nombres

m Le théoréme LLN de Markov relache 'hypothése de distribution
identique au cotit de conditions sur les moments plus élevés

Theorem (4 : LLN Markov)

Pour une séquence de variables aléatoires indépendamment mais non-
identiquement distribuées, X; = Xi,...,Xn, avec E(X) = up et
V(Xt> = Ut27 St

Z( (1X: - Ht|1+m)/t1+m> <0

pour m > 0, alors

G. de Truchis Economeétrie des s temporelles non-stationnaires
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Vers un théoréme de la limite centrée

m Soit une séquence i.i.d., X; = Xy,...,X,, de moyenne
n
X=n1>"X,
t=1
= D’aprés la LLN de Kolmogorov, X “S E(X;) si n — oo
m la distribution asymptotique de X est dégénérée
= Comment construire une statistique inférentielle ?
m La logique consiste & opérer une transformation de X tel que
S\ d
T(X)—L
avec L une distribution non dégénérée

m Cette transformation sera généralement de la forme
T(X) = vn (X - E(X)))

G. de Truchis Economeétrie temporelles non-stationnaires
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Pourquoi une telle transformation 7
m Pour simplifier supposons E(X;) =0 et T(X) = n®X

m Comme X; ~ i.i.d., E(X;) =0, V(X)) = 0% et Cov(X;, X;) =
0, 1#]

m On en déduit alors
E(n“X) =nE (X) =0, V(n*X)=n?*"1o%

m Car :
V(X) =V (i ix) - %V <zn: Xi>
= % zn:V(Xi)+2i ni: Cov(Xi, X;)
=1

i=1 j=i+1

1< 1 naX o%

=2 LV =50 k=5 =
= =1

G. de Truchis Economeétrie d mporelles non-stationnaires
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La vitesse de convergence

m Pour a > 0 considérons trois cas
ma>1/2et donc2a—1>0

lim V(na)?) =02 lim n?** ' =
n—o0

ma<l1l/2etdonc2a—1<0

n—oo

lim V(n®X) =0® lim n**"!' =0

n— o0 n—r o0
ma=1/2et donc2a—-1=0
lim V (n*X) = o lim n?* ! =52

n—r00 n—r00

= La normalisation /n préserve la variance de X

= On dit que X — E(X;) converge a la vitesse \/n

G. de Truchis
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Le théoréme central limite

Theorem (5 : TCL de Lindeberg-Levy)

Soit une séquence i.1.d. , Xy = X1,..., X, d’espérance E(X;) =m et
de variance finies V(X;) = o2. D’aprés le théoréeme central limite de
Lindeberg-Levy,

Zo= (X —m) N Q.00 =2, = D2 L w0

avec n — oo et Z, s’exprimant également comme

m D’autres théorémes centraux limites existent
m TCL de Lyapunov (développé par la suite)
m TCL pour martingales et processus mélangeants (non présentés)

G. de Truchis Economeétrie de temporelles non-stationnaires
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Le théoréme central limite

Theorem (6 : TCL de Lyapunov)

Soit une séquence i.ni.d., X; = Xy,...,X,, d’espérance E(X;) =
et de variance finies V(X;) = 2. D’apres le théoréme central limite de
Lyapunov, si

. 1 = m
JL“;OW<ZE<IXt—m|Q+ >> <oo, sy =) of
@® t=1

pour m > 0,
n
X, —
7 — Zt:]( t Mt) d N(O, 1)

n
\/2?:1‘7?
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La distribution asymptotique

m Soit une séquence i.i.d. , X; = Xq,..., X, convergeant en loi vers
X, une variable ayant pour fonction de répartition F(.)

X, 5Ly

m F(.) est donc la fonction de répartition de la distribution asymp-
totique de X,

m Dans le cadre du TCL, supposons
Vi (X, —m) —5 N(0,02)
m Peut-on en conclure que X, i>/\f(m, a?/n)?
= En fait, on peut uniquement dire que
X, ai“)i./\/'(m, a?/n)

et que Vs, (Xy) = 0%/n et Euy (X)) =m

G. de Truchis Economeétrie temporelles non-stationnaires
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Soit Xy = X4,...,X,, une séquence de variables aléatoires et g(.) une
fonction continue & valeur dans R en X. Alors,

X -5 X = g(X,) -5 g(X)

XnLX = g9(Xn) L)Q(X)
Xn <5 X = g(X,) =5 g(X)

m Exemples
® (X,,Y,) 2 (X,Y) implique (X,Y,) =+ XY

m (X,,Yn) = (X,Y) implique (X,,/Y,) 25 X/Y siY #0

G. de Truchis Economeétrie des s temporelles non-stationnaires
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Théoréme de Slutsky

Theorem (8 : Théoréme de Slutsky)

Soit Xy = Xq,..., X, et Yy = Y7,....,Y, deux séquences de variables
aléatoires telles que X, X et Y, 25 ¢ #£ 0. Alors,

X, 4 X
X +Y -5 X +e XV-5 Xe, Ytﬂf
t C

m En supposant que X; i>./\/’(m,02) et que Y; 2, le théoreme
nous apprend que

X i>./\/'(m/2,<72/4)
Y;

G. de Truchis Economeétrie de temporelles non-stationnaires
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Théorie Limite S

08000
Rappels sur les OLS
m La non-stationnarité impact la théorie limite des estimateurs
m Pour comprendre cela repartons des OLS dans le modéle linéaire
Y; = Xif+er e~ iid. (0,02)

m Supposons X; L &

m L’estimateur OLS est alors donné par

~ Cov -
ﬁ:VE ( ZX2> ~) XY
t=1 t 1
1 " 2 - 1 - n_lz:?:lXtat
(nZXt> ﬁgﬂXt+€t Xt ﬂ‘f’m

G. de Truchis Economeétrie de temporelles non-stationnaires



Théorie Limite S

00000

Consistance des OLS

m Analysons la consistance de 3 si Xy ~ ini.d. (0,0% < o0)
plim n=1 )" | Xie

plim n=1 37, X7

m On observe que E(X;e;) = E(X})E(e;) = 0 et V(Xye1) = 0502

plim 3:5—1—

B V(Xeer) = E(X¢)?E(er)? — E(X¢)?V(er) — E(e¢)2V(Xy) + V(X¢)V(er)
m dans la LLN de Markov (4), 3" 0% 02/t* < co pour m = 1
= ’I’L71 Z?:l Xiet L)]E(XtEt) =0
= On suppose que E(X}}) < co existe et par la LLN de Markov,
n
WY X2 %
t=1

m Par application du théoréme de Mann—Wald (7) on a

plim = 5+ ’ 5

plim n~t 370, X7

G. de Truchis Economeétrie d mporelles non-stationnaires



Si X non-stochastique et e; ~ i.i.d. alors (X:e¢) est indépendant mais pas
identiquement distribué

La démonstration avec X; stochastique nécessite V(X;) < oo et une applica-
tion de la LLN de Markov sur X7 et donc que E(X}) existe et soit fini.
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Distribution limite des OLS

m La consistance donne une distribution dégénérée : 3 NN B

m Avec un transformation ’]I’(B) 4L on peut montrer que

~ d
V(8 = B) == N(0,02)
m Commencons par analyser n ! 2?21 X,e¢ sachant E(X;e4) =0 et

V(Xt€t) = 0'%0'?

= L’application du TCL de Lyapunov (6) donne

\/ﬁ(n_l ZXtEt —-0)= n~1/? ZXt€t i>./\/(O, Uigg)
t=1

t=1

. ) _ P
m La consistance a montré que n=' Y"1 | X2 — 0%

= D’apreés le théoréme de Slutsky (8) on a alors

n—l Z:’:l tht i} N(O, U%{Ug) iﬁ/\/(o, 0’?0')_(2)

V(B —B) = vn

—1 n 2 2
n Zt:1 Xi Ox

G. de Truchis Economeétrie temporelles non-stationnaires
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Théorie limite dans le cas d'un AR(1)
m Soit X; = pX; 1 +¢e, &~ iid (0,02)et Xo=0

m L’estimateur OLS est donné par
n -1 n
g o (37) (Swe)
t=1 t=1

m Sous 'hypothése que |p| < 1, X; est stationnaire et

lininjg(:E lzn:XE L S
n t n 1—p2?

t=1 t=1

= D’aprés le théoréme de Slutsky (8) on a alors

V(g p) -4 MO070) 4 g1 - ) (5)

Ox
m Qu’observez-vous si p =17

G. de Truchis Economeétrie d mporelles non-stationnaires



e Décomposons

1 1O
e(130x) = 23wt - 23 e )
i g
dont le développement de l'identité remarquable se simplifie (car le

terme de covariance 2pX:_1e; est nul) telle que

1
*Z (P*Xi_1 +ei) =plok +ol =

3

e D’aprés le théoréeme de Slutsky on a
~ d
Vn(p—p) — N(0,v)
avec ox = 02(1 — p*) ™t et

o0} _ ool —p)"
(302~ ot —pt)

v = =1- p2

e On remarque que si p = 1, la distribution & une variance nulle... Elle est
donc dégénérée et /n(p— 1) == 0. Dans le cas racine unitaire, les OLS
sont donc consistants mais cette théorie limite n’est d’aucune aide pour
des tests d’hypothéses sur p
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S Théorie Limit

Limite de la théorie asymptotique standard
m Soit Xy = pX;_1+6, &~ i.id. (0,02), Xo=0etp=1

m X; est donc une marche aléatoire de variance V(X;) = (o~

Impossible alors d’appliquer un TCL comme dans (5) puisque
1 & » 1 « 1 & D
nZX3—>E<nZX3 :EZ]E<XE>:(7§’5T_1—>OO
t=1 t=1 t=1
m Pour autant une théorie limite non-standard est possible si

T(p) =n(p — p) # Vn(p - p)

= Théorie asymptotique applicable dans le cas non-stationnaire

m Ce type de théorie fait intervenir les processus de Wiener

G. de Truchis Economeétrie des mporelles non-stationnaires
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Marche aléatoire et TCL
m Soit Xt = PXt—l + &¢, Et ~ i.i.d. (O,Ug) et XQ =0

mOnavuquesi p=1lalors X, =) ¢

m On considére & présent

1 _ N _ _
T(X,) = \/ﬁﬁXnonr(lm = Vn(&)oply) =n Xnozlx,

avec

o2x) = V(T(X)) = < (zn:gt) ) —nlno? =02  (6)

t=1

m D’aprés le TCL de Lindeberg-Lévy (5), on constate alors que

TR2X o B N(0,1)
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Les sommes partielles

m Poursuivons ce raisonnement sur une somme partielle de X,

[nr]

-5

avec 0 < r < 1 et [nr] le plus grand entier < nr

m Aprés transformation de X, (r) on a donc

[nr]

Wy(r) = n_l/QXn(r)JE(lX =n" 12 ZESJT(X

. que 'on peut réécrire

[nr]
Wy(r) = (nl/Q[m‘]l/2> X <n7‘ -1/2 ZasUT(X)>

—ri/2 15 N (0,1)

= W, (r) -% r1 /2070, 1) -5 N (0, 7)
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Vers les processus de Wiener
m A présent définissons r; = t/n de telle sorte que [nry] =t et

=n /2 Ze O'T(X)

m Sit/n<r; <(t+1)/non a également [nr;] =t et donc

= nil/ Z ESO'T(X)

m Maissir; = (¢t+1)/n on a

t+1
Wy (r) = n~1/? Z ESUE(IX)

= par définition r € [0,1] et

Wo(1) =n 23 eionlyy (7)
s=1

G. de Truchis Economeétrie d mporelles non-stationnaires
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Les processus de Wiener

m W,(1) N W (1) avec W (1) un processus de Wiener

Definition (18)

Soit un espace probabilisé (Q, F,P). W : Qx[0,1] — R est un processus

de Wiener standard si pour chaque r € [0,1], W(r) est F-mesurable et

St

(a) le processus W (r) débute en 0 : P(W(0) =0) =1

(b) le processus W (r) posséde des incréments indépendants : si 0 < to <
t1 < ... <t <k, W(t;) —W(ti—1) est indépendant de W (t;) —W (t;—1)
pourj=1,...,k, j#i,Vi=1,...,k

(a) le processus W (r) posséde des incréments normalement distribués : pour
0<a<b<1, lincrément W(b) — W(a) ~ N(0,b— a)

m Mais vers quoi converge W, (r) ?

G. de Truchis Economeétrie de temporelles non-stationnaires



Les processus de Wiener sont également connus sous le nom de mouvement
Brownien. Ce sont des processus continus, normalement distribués et leur
variance dépend du temps ¢ € [0, 1]
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Théoréme central limite fonctionnel

m W, (r) est une fonction aléatoire (via ¢;) de r

Theorem (9 : Théoréeme de Donsker)

Soit €, wune séquence de wariables aléatoires telle que e —~
i.i.d. (0,02 < 0), alors
W, LW

m Le TCL fonctionnel requiert (pas suffisant) la convergence point
par point de W,,(r)

W, (r) - W (r)
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Dans ce qui suit, par abus de notation nous parlons de convergence en loi

d . .
— pour parler d’une notion plus large et complexe, la convergence faible.
Mais nous n’attendrons pas ce niveau de détail.



Théorie Limit

Théoréeme de Mann-Wald fonctionnel

Theorem (10 : Functional Continuous Mapping Theorem)

Soit X, (.) i>X(.) une fonction aléatoire convergente et g(.) une fonc-
tion continue & valeur dans R en X(.). Alors,

Xn() -5 X () = 9(X,) -5 9(X)

Xn() 2 X () = g(Xn) 5 g(X)
Xo() 23 X () = g(Xn) 25 g(X)

G. de Truchis Economeétrie s temporelles non-stationnaires
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Théorie limite non standard des OLS

Theorem (11)
Soit X; = pXy—1+e, e~ iid (0,02) et Xog=0.Sip=1,1la
distribution limite de ’estimateur OLS est donnée par
1/202(W(1)2 - 1)
fol W (r)2dr

n(p—p) -5

m Il s’agit d’une distribution non-standard complexe & manipuler

m En présence de non-stationnarité, ce type de distribution survient
souvent
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Théorie limite non standard des OLS : démonstration

m L’estimateur OLS est donnée par
ﬁ: p 4 n_l Z?:l Xt_lat
Tl XP
m Si p =1 et via une normalisation en n on a
n Y X1y
2y X7
m A partir des lemmes (2) et (3) on obtient alors
a, 1/2(W(1)* -1)

n(p—1
(p—1)— f01 W (r)2dr

n(p—1) =

m On peut également démontrer (un peu plus fastidieux) que

£ (B a, 12002 )

o (wera)”

G. de Truchis Economeétrie d mporelles non-stationnaires



En multipliant p par n de chaque coté on obtient

n -1 n
—~ 1 _ _
n(p—p) = oy <n ! E th_1> (n ! E Xt1€t>
t t

Ce qui avec p = 1 nous donne

n(p—1) = <n2 ZX7521> (nl ZXt1€t>
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Théorie limite non standard des OLS : lemmes

Lemma (1)
Soit Xy = pXy_1+&, er~ i.i.d. (0,02%) et Xg=0. Sip=1, alors

n~1/?2 Z €t LN o W(1)
t=1

m Voir le CLT de I’équation (7) pour la démonstration
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Théorie limite non standard des OLS : lemmes

Lemma (2)
Soit Xy = pXy_1+&, er~ i.i.d. (0,02%) et Xg=0. Sip=1, alors

722)@ 1—)0 / W (r

m Voir (8) pour la démonstration
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Théorie limite non standard des OLS : lemmes

Lemma (3)
Soit Xy = pXy_1+&, er~ i.i.d. (0,02%) et Xg=0. Sip=1, alors

nt th_lst 4, %gg (W(1)?-1)

t=1

m Voir (9) pour la démonstration
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Théorie limite non standard : Lemme 2
mSi(t—1)/n<r,_; <t/non sait que

n

- —1
Wy(r)=n 1/2Xt—1‘71r(X) = ZWn(r) O'T(X) ZXt 1
= On en déduit alors que n™? 370" X? ) = n"lod ) 511, Wa(r)?

m On sait que W,,(r) est constant si (t —1)/n <11 < t/n et donc

n 1anwn(r)2 :i/t Wn(r)er=/01Wn<r)2dr

=1 t—1 7 (t=1)/n

m Le théoréme de Mann-Wald fonctionnel nous assure alors que

JZXt 1_>01r / W(r (8)

avec op(x) = 0. (voir équation 6)
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A partir de

Z Wh(r) = nfl/Qa.ﬂT(lX) ZXt*l

t=1 t=1

on constate que
n

pBE JRRIOING o
t=1 t=1

en passant X,_; au carré et en multipliant de chaque coté par n=2 on a

n=? Z X7 =n"lokx Z W (r)?
t t=1
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Théorie limite non standard : Lemme 3
m Sip=1dans X; alors X? = (Xy_1 +&)? = X? | +2X; 161 +¢?

m Il vient immédiatement que
1 = 1 -
X, 16, = 5(Xf—)(t{l—gf) =Y X8 = 5 (X,%—Xg—; s§>

t=1

m Sous I’hypothése que Xy = 0 et en multipliant tout par n~! on a

n 1 n
— — 2 — p
nt E Xt_let:§ n lX,‘,—n ! g af
t=1 t=1

m Via le lemme (1), le premier terme nous donne

n -

nX2 = (Y e)? L 2w (1)
t=1

m Via le théoréme de Kolmogorov (3), n=' Y"1 &7 %02 et

DY X e L %a?(W(l)Q 1) ()
t=1
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Notons que W(1)? a une distribution de x? car W (1) ~ N(0, 1)
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Le concept de régression factice

m La non-stationnarité n’a pas pour seule conséquence ’émergence
de distributions limites non-standards

m Supposons que 'on cherche a estimer le modéle
i =BXi+e
avec =0

m SiY; et X; sont des marches aléatoires, ’estimateur OLS n’est
pas consistant

= [3 converge vers une variable aléatoire non-dégénérée

[ B ne pouvant révéler ’absence de relation entre Y; et X; on parle
de régression factice

G. de Truchis Economeétrie d temporelles no tionnaires



Théorie limite et régression factice
Theorem (12)

Soit Yy et X; des marches aléatoires indépendantes, Yy = Y;_1 + 1y et
Xy = X411+ v avec gy L vy On considére la régression

Y, =B8Xi + ¢

avec B = 0. Alors la théorie limite de l’estimateur OLS de

n -1 n
B=0+ <n—1 ZX§1> <n—1 ZthYt1>
t t

nous donne aprés normalisation par n

B-0-% <O’V /01 Wx (7“)er> h (U,, /01 WX(r)Wy(r)dr>

et révéle donc l'inconsistance de B sif=0
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Théorie limite et régression factice : normalisation

m En multipliant B par n de chaque coté on obtient

n(3-8) = (—lzx >_1<n—1§jjxt1y“>

m Ce qui nous donne

n -1 n
Tl(,g — O) = (712 Z Xt2—1> <’I’L1 ZXt—l}/t—1>

= En faisant passer le facteur n du terme de gauche, & droite

n -1 n
B\: (TIQZX;?l) (71221‘{[1)/L1>

t t

m La normalisation par n avait fonctionné pour la marche aléatoire

m Ici, n va disparaitre et annihiler la vitesse de convergence
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Théorie limite et régression factice : démonstration

m En posant r = ;1 = (t — 1)/n, on sait que
nV2X, o)t =Wk, (7) et n_l/QYthn_l =Wy, (1)

m Par le Lemme (2) on obtient
n 4 1
n=? Z X7, —>03/ W (r)?dr
: 0

m Puisque 7; L v, une application multivariée du TCLF donne
[nr]

O ) ()

v

m Nous pouvons alors & analyser le dénominateur 72 Z;' X 1Y 1
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Théorie limite et régression factice : démonstration

m Sachant

le Lemme (1)

que ¢ L v et 'équation (10)

que Wy, (r) est constant si (¢t —1)/n <11 < t/n
le théoréme de Mann-Wald fonctionnel

n n
n=> Z X, 1Y, g =n"" Z oWy, (r)o,Wx, (r)
t t=1

n t/n
—o0 > [ W )W, ()
—1 (t—1)/n

1
zono,,/ Wy, (r)Wx, (r)dr
0

1
N / Wy (r)Wx (r)dr
0

n~! disparait pour faire apparaitre 'intégrale
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On a besoin d’un n~! pour le TCLF multivarié et du dernier n~* pour faire
apparaitre l'intégrale



Théorie limite et régression factice : démonstration

= On constate alors que
n -1 n
B = <n22X3_1> <n2ZXt_1Yt_1>
_ <ay /0 Wi (r) dT) <gngy /0 Wy(r)WX(r)dr>
LN (0,, /1 WX(T)2d7">1 (Un /1 WX(T)WY(T)dT>
0 0

= Phillips (1986) démontre un résultat similaire pour n=/2f4

= Sin — oo la probabilité de trouver B\ significatif approche 1 car la
distribution de ¢z diverge & une vitesse nl/?

m Phillips (1986) montre également qu’en présence d’une constante
a dans la régression, la distribution de a diverge
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Pour étre plus précis, Phillips (1986) trouve

On voit effectivement que la distribution de @ est non-dégénérée et diverge
a la vitesse n'/? quand n — oo car

1 1
a—nl/Qa,,(/ Wy(r)dr—/s&/ Wx(r)dr>
0 In Jo



Régression factice et intégration fractionnaire

m Tsay et Chung (2000) étendent les résultats de Phillips (1986) au
cas fractionnaire

m Soit deux processus & mémoire longue
ye ~ I(0y) et xy ~ I(65) avec 6y, 9, € (0,1/2)
m Tsay et Chung (2000) montrent que
m le risque de régression factice existe dés lors que 6y + 6 > 1/2

= méme si les deux processus sont stationnaires!

m La démonstration de ce résultat est bien plus complexe et dépasse
de loin le niveau M2
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Ce qu'il faut retenir

La notion de non-stationnarité est protéiforme
Dans un cadre linéaire, la stationnarité disparait si y(h)? = oo

Il existe des processus stationnaires dont y(h)? < oo mais |y(h)| =
00, on parle de processus mémoire longue

Plus généralement les processus sont I(d € R) et 6 =0 oud =1
sont des cas particuliers

Si § > 1/2, la non-stationnarité survient car v(h)? = oo
Si § = 0 on connait la théorie limite des OLS

Si § = 1 la théorie limite des OLS devient non standard et le risque
de régression factice émerge

Ce risque émerge en réalité pour 6, + d, > 1/2
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