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Méthode du Maximum de Vraisemblance

m Partons d’un exemple : soit un échantillon X; = Xy,---, X,, ~
P(0)
m P(0) dénote la distribution de Poisson dont la fonction de masse
est
Pr(Xi:m):w, 0>0, Vo eN
m Soit une réalisation de ’échantillon z; = 1, - ,x,

m La probabilité d’observer cette réalisation est
Pr ((X1 =x1)N, - ,N(X, = mn))

m L’indépendance des tirages donne 1’équivalence avec le produit des
probabilités marginales

Pr ((X1 = Jfl)ﬂ, ce ,ﬁ(Xn = S(,‘n)) = ﬁPI‘(XZ = l‘i)
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L'estimateur du Maximum de Vraisemblance

m En remplacant par la fonction de masse de la loi de Poisson on

obtient
n —6 X, Z —1 L4
e "0 f2-i=1
Pr (Xl = xl)ﬁ ﬂ(Xn = ;z;n) — _ ,—nb
( ) ’ ) };[1 x;! H?:l z;!
m Il s’agit donc d’une fonction dépendant de x1, -,y et de 6
m 0 est un paramétre inconnu mais on observe xi,--- ,Tn
m Par la suite on notera :
L,(0;z1, -+ ,xz,) =Pr ((X1 =z1)N, - ,N(X, = xn))
m Le principe du maximum de vraisemblance est le suivant :
m Trouver le 6 qui maximise la probabilité d’apparition de z1,--- , zn

m L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc :

0= arg max Ly (0521, ,3)
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L'estimateur du Maximum de la log-Vraisemblance
m Dans le cas de I’exemple reposant sur la loi de Poisson on a
~ 0 02»7=1 T

0 =argmaxe " ———
= i

m La formule est complexe et la présence d’un produit n’arrange rien

m Simplifions le programme de maximisation en considérant la log-
vraisemblance

§ = arg max InL,(0;21, - ,25)

m Dans le cadre de notre exemple la log-vraisemblance est

n

InL,(0;21, - ,xn) = —n0+ln(0)2xi —1In Hazi!
i=1

=1
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Conditions nécessaire et suffisante

m La condition nécessaire répond a la question

m Le probléme admet-il une solution ?
= Pour répondre on annule la dérivée premiére par rapport a 6

OlnL,(0;21, - ,2n)
00

= —n+§_1zn:xi :O(:é:n_lzn:xi
P : 4

=1 =1

m Ici, la log vraisemblance est maximisée par la moyenne empirique

m La condition suffisante répond & la question

m Cette solution est-elle un maximum ?
= Pour répondre on regarde le signe de la dérivée seconde par rapport
af
PInL,(0;x1, - ,2n) .
=—0 z; <0
507 DY

m Négatif donc bien un maximum

Gilles de Truc Elena Dumit Econométrie non-li
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Log-Vraisemblance Gaussienne

m Dans 'exemple, il s’agissait de variables aléatoires discrétes
m Dans le cas de variables aléatoires continues, I'intuition est la méme

m Néanmoins, on raisonnera sur la densité de la loi jointe des variables
Ln(e;xlf T 750”) = le"" ;Xn ('7/‘17 s Tng 9)

= Soit une séquence X,, ~ i.i.d. (i,02) selon une loi normale

m La densité de la loi normale implique 2 paramétres 6 = (u, 02)’

n(a;mla Ty dn ) H(U\/_) - _#)

=1
n R 2
— (2 2\—n/2 _Zi:l(xz M)
N > T
n n 1 &
lnLn(e;xl’ A 7xn) — _5 ln(02) o 5 1H(27T) . P (xl _ /L)2
i=1

Gilles de Truc ena D i Econométrie non-li




Méthodes d mation Conclusions

000000800000 000000000000000

L'estimateur du Maximum de Vraisemblance

m Estimateur du maximum de vraisemblance

6 = arg max InL,(6;21, - ,xn)

PERT

= Hypotheses

m 0 = (u,0%) est identifiable : V0*,0 avec §* # 6, les lois jointes de

1, ,xn sont différentes

= Condition nécessaire du gradient :

A _ OInLn(9521,--- ,x0)|
gn(07$177xn)— 90 é_()
= Condition suffisante de la hessienne :
A P L,(0;z1,-- ,xn)
Hn(9;$1,---7$n): 892 é<0

e Truchis, Elena Dumitrescu Econométrie non-linéaire
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Condition nécessaire du MLE gaussien

m Notons In L, (0;z1, -+ ,xn) = €,(6; ) et commengons par le gra-
dient :

e Truch Elena Dumitr
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Condition nécessaire du MLE gaussien

m Notons In L, (0;z1, -+ ,xn) = €,(6; ) et commengons par le gra-
dient :

9, (0;2) n

94,.(6; z) o o7 i (T — 1)

06 N N N n
—625((792@) —3o7 T ﬁ Zi=1(xi - N)2
P —1 n R
L )| (o), AT =T
20 |; \0 -

62 =n""t Z?:l(xi —)?

m Le programme de maximisation a donc une solution

m Lesréalisationsdu MLsont p=n"'>" 2, =Zet6>=n"">"  (z;—

%)? (variance empirique non-corrigée)

m Les estimateurs du ML sont 4 = n~! TXi = X et 6% =
n 'Y (X - X)?

> Truchis, Elena Dumitrescu Econométrie non-linéaire
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Condition suffisante du MLE gaussien

m La solution est-elle bien un maximum 7

Elena Dumitrescu ol o 10/30
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Condition suffisante du MLE gaussien

m La solution est-elle bien un maximum 7

2 . 2 .
82€n(0;z) B o) eg;g,w) aazlégéw)
r T\ 9%, (0;2) 9%, (0;x)

9600 Oudo? Oot

= On obtient alors

de Truchis, Elena Dumi > Economeétrie non-lin 3 10/30
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Condition suffisante du MLE gaussien

m La solution est-elle bien un maximum 7

0 (0:2) _ (‘92‘5;53””) 6?;;3;”)

0000’ 2%y, (6;2) 62Zn(9;w)

Oudo? Oot

= On obtient alors

020 (0; 7) _( - S p O C g D) 2)
000" |;  \—zr2imi(Ti— 1) 557 — 35 2 (@i — )

m D’aprés I'étude du gradient, on sait que n x g = > 1, z; et donc

n

1 & . 1 & 1 ) ) o
—_4;(%_’u):_§;$’+ﬁnx'u:szl_ﬁgﬂ%zo

=1

Q»

m De plus, n x 62 = 31" | (z; — 1)?, ce qui donne

0%0,,(0; ) (—% 0 ) (—% 0 )
_ = ) = n
0000"  | - 0 —5

Truchis, Elena Dumitrescu Econométrie non-linéaire
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Condition suffisante du MLE gaussien
m Pour conclure, il faut montrer que la hessienne est définie négative

_<_&_n2 0 )
0 0 —2

m Pour cela on s’intéresse aux mineurs principaux, A; et As. Le
premier mineur est

920,,(0; )
9000’

e Truch Elena Dumitr
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Condition suffisante du MLE gaussien
m Pour conclure, il faut montrer que la hessienne est définie négative

_<_&_n2 0 )
0 0 —2

m Pour cela on s’intéresse aux mineurs principaux, A; et As. Le
premier mineur est

920,,(0; )
9000’

m Le second mineur est

e Truch Elena Dumitr
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Condition suffisante du MLE gaussien
m Pour conclure, il faut montrer que la hessienne est définie négative

_<—% 0 )
0 0 —2

m Pour cela on s’intéresse aux mineurs principaux, A; et As. Le
premier mineur est

920,,(0; )
9000’

m Le second mineur est

_n n n
A22d6t<d'2 L>:_§X_F_O>O

264

m Les mineurs principaux étant de signes opposés, la hessienne est
bien définie négative et la solution du programme est bien un maxi-
mum

Elena Dumitr Econométr
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Le score

m Le score ressemble au gradient mais en différe pour la raison sui-
vante :

m Le gradient est déterministe car basé sur les réalisations :

aen(eax17 e 7$n)
00

m Le score est une version stochastique du gradient car basé sur les
variables aléatoires :
0ln(0; X1, -+, Xn)
00

m Le score étant une variable aléatoire, il convient de s’intéresser a
ces moments et notamment son espérance

Sn(6; X) =

m L’espérance nous intéresse afin de calculer la variance

m La variance nous intéresse car elle permet de calculer la matrice
d’information de Fisher

Dumitrescu Econométrie non-




Méthodes d’estimation Conclusions

00000000000 ®000000000000000

La hessienne stochastique

m De méme que pour le gradient, on peut considérer une version
stochastique de la hessienne

m La hessienne déterministe est basée sur les réalisations :

_ 82€”(9;x17 o am”)
- 0006’

H,(0,x)

m La hessienne stochastique est basés sur les variables aléatoires :

0%, (0; X1, -+, Xn
,(6.) = 22l 89199’ )

m La hessienne stochastique étant une variable aléatoire elle a des
moments :

m lespérance de la hessienne nous permet de calculer la matrice
d’information de Fisher

Dumitrescu Econométrie non-
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L'information de Fisher

m La matrice d'information de Fisher peut se calculer de plusieurs
maniéres

La quantité d’information de Fisher associée a l’échantillon est une
constante définie par la variance du score ou l’espérance de l’opposée
de la hessienne stochastique :

I (0) = V(Sn(6; X)) = E(S;(6; X)) — E(Sn(6; X))?

b 1,(0) = E(=Hn(0, X))

de Truchis, Elena Dumitrescu Econométrie non-linéaire
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L'information de Fisher et MLE Gaussien

m Repartons du MLE Gaussien et calculons 'information de Fisher :

e Truch Elena Dumitr
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L'information de Fisher et MLE Gaussien

m Repartons du MLE Gaussien et calculons 'information de Fisher :

H Y (X —p)
S, (6: X) = <8) Ny e 2
_? 20’4 Z’L 1( )

XY = e —or iy (Xi — )
H,(6;X) = L ( )2)

<U4Z L(Xi—p) =
m Les deux méthodes peuvent étre utilisée. Par exemple :
In(e) = E(_Hn(ea X))

o2

_ p= - DI ( 1)
_E<—42?—1(Xi—ﬂ) —#4-% i 1(Xi—ﬂ)2)

Q |~

Truchis, Elena Dumitrescu Econométrie non-linéaire
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L'information de Fisher et MLE Gaussien

m Les quantités déterministe n’étant pas affectées par ’espérance on
obtient

Elena Dumitrescu
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L'information de Fisher et MLE Gaussien

m Les quantités déterministe n’étant pas affectées par ’espérance on
obtient

B n L5 E(X; - p)
00 = (s B -t 520 B 00)

m Or, E(X;) =p donc E(X; —p) =0
m De plus, par définition, IE((XZ — ,u)Z) = 02 ce qui nous donne

m La borne informationnelle de Cramer-Rao définissant 'efficacité
du MLE Gaussien est donc :

Truchis, Elena Dumitrescu Econométrie non-linéaire
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L'information de Fisher et MLE Gaussien

m Les quantités déterministe n’étant pas affectées par ’espérance on
obtient

B n L5 E(X; - p)
00 = (s B -t 520 B 00)

m Or, E(X;) =p donc E(X; —p) =0
m De plus, par définition, IE((XZ — ,u)Z) = 02 ce qui nous donne

m La borne informationnelle de Cramer-Rao définissant 'efficacité
du MLE Gaussien est donc :

le Truchis, Elena Dumitrescu Econométrie non-linéaire




Méthodes d’estimation Conclusions

0000000000000V 0e00000000000

Propriétés de maximum de vraisemblance

m Commengons par poser 3 hypothéses dites de régularité

= Hypothése 1 : la fonction de densité fx (6; x;) est trois fois différen-
tiable par rapport a 6 et ses dérivées sont continues et finies Vz, 6

m Hypothése 2 : les espérances des dérivées premiére et seconde de
In fx(0; X;) par rapport a 0 existent

m Hypothése 3 : la vraie valeur de 0, i.e. 6y, appartient & un ensemble
compact ©

m Par ensemble compact il faut comprendre un ensemble fermé et
petit dont on ne peut pas s’échapper

e Truchis, Elena Dumitrescu Econométrie non-linéaire
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Propriétés de maximum de vraisemblance

m Sous cet ensemble d’hypothéses il est possible de montrer

m que le MLE est convergent
025 0o
= que le MLE est asymptotiquement efficace
V(0) = I, (6)
m que le MLE est asymptotiquement normalement distribué

V(B — 60) -5 N(0, 1, (60))

de Truchis, Elena Dumitrescu Econométrie non-linéaire
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Maximum de vraisemblance conditionnelle
m Soit un modéle économétrique du type Y; = g(0; X;) + &;

m Une approche par MLE nécessite de considérer la distribution
conditionnelle de Y sachant les réalisations de X

Tyix (ylz; 0)

Remark (Vraisemblance conditionnelle)

Les fonctions de wvraisemblance et log-vraisemblance conditionnelle
d’un échantillon {ys, x:}}_, sont définies par

n(8;ylz) = HfY|X (yelwe; 6), et €n(0;ylz) = Zlan\X (yt|z1;0)

t=1 t=1

de Truchis, Elena Dumitrescu Econométrie non-linéaire
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MLE et modéle de régression linéaire

Dans le cadre simple du modéle Y; = X, +¢&; ~ 1i.i.d.

En supposant la normalité des erreurs, i.e. &, ~ N(0,02%), si X; =
x;, on obtient que Y;|x; ~ N(Bx;,0?)

On obtient alors la densité conditionnelle de Y; suivante

2
(o) = ——exp (— %) L 0= (8.0%)

Les fonctions de ML et log-ML conditionnelles sont alors

" 2
i — Py
(05 ylz) = H exp (— %)

1 n
ln(03ylz) = —gln(UZ) — gln (2m) — 2—2 — Bx;)?

et

Truchis, Elena Dumitrescu Econométrie non-linéaire
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Exercice type

m Soit un échantillon (Xi,---,X,) ~ i.i.d. selon une distribution
exponentielle de paramétre 6!

m La fonction de densité d’une loi exponentielle est ' exp(—0~'X)

m La log-vraisemblance de I’échantillon (z1,--- ,x,) est alors

Dumitrescu
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Exercice type

m Soit un échantillon (Xi,---,X,) ~ i.i.d. selon une distribution
exponentielle de paramétre 6!

m La fonction de densité d’une loi exponentielle est ' exp(—0~'X)

m La log-vraisemblance de I’échantillon (z1,--- ,x,) est alors

0,(0;7) = —nIn(0) — 61 th
t=1

m L’estimateur du log-ML est alors

Elena Dumitr
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Exercice type

m Soit un échantillon (Xi,---,X,) ~ i.i.d. selon une distribution
exponentielle de paramétre 6!

m La fonction de densité d’une loi exponentielle est ' exp(—0~'X)

m La log-vraisemblance de I’échantillon (z1,--- ,x,) est alors

n
0,(0;7) = —nIn(0) — 61 th
t=1
m L’estimateur du log-ML est alors

00, (0; ) n 1 . 4
a0 §+ﬁZXt:0:>9:n ZXt

m Sachant que la loi exponentielle de paramétre A a pour espérance
A1 et pour variance A\72, E(X;) et V(X;) sont données par

Truchis, Elena Dumitrescu Econométrie non-linéaire
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Exercice type

m Soit un échantillon (Xi,---,X,) ~ i.i.d. selon une distribution
exponentielle de paramétre 6!

m La fonction de densité d’une loi exponentielle est ' exp(—0~'X)

m La log-vraisemblance de I’échantillon (z1,--- ,x,) est alors

0,(0;7) = —nIn(0) — 61 th
t=1

m L’estimateur du log-ML est alors

00, (0; ) n 1 . 4
a0 §+ﬁZXt:0:>9:n ZXt

m Sachant que la loi exponentielle de paramétre A a pour espérance
A1 et pour variance A\72, E(X;) et V(X;) sont données par

E(X:) =6y, V(X;) =632

Truchis, Elena Dumitrescu Econométrie non-linéaire




Jonclusion; férence

Métho mation (

000000000000 000000O [e]e]e]e]e]e]

Exercice type

= Calculez E(6)
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Exercice type
= Calculez E(6)

E(é):E(n‘lzn:Xt)_ ‘1Z]E X,) = ”XQO = 0,
t=1

= Calculez V()

e Truch Elena Dumitr
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Exercice type

= Calculez E(6)
E(f) = E(n—l th) =n 'Y E(X) = nxbo_y
t=1 t=1
= Calculez V()
p - - nx0: 62
VO =V(n 1) X;)=n2) V(X)) =—2=2
(X =y g

= Que pouvez-vous conclure ?

Gilles de Truc Elena Dumit

Economé
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Exercice type

= Calculez E(6)

E(f) = E(n—l Zn:Xt) = Zn:]E(Xt) =
t=1 t=1

= Calculez V()
n x 62

V() = V(n_l iXt) =n"2 iv(xt) =—t=

2
%
n

= Que pouvez-vous conclure ?
[ L’estim@teur est sans biais et asymptotiquement convergent car
lim V(0) =0 et donc

n—00

0250,

Econométrie non-lin

, Elena Dumi
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Estimateur de Pseudo maximum de vraisemblance (QMLE)

Remark (Limite du MLE)

En cas d’erreur sur la distribution postulée, l’estimateur MLE n’a pas
de fondement.

Proposition (L'idée générale des estimateurs du QMLE)

Cela consiste a démontrer que si l’on commet une erreur sur la distribu-
tion conditionnelle des résidus en utilisant a tort une log-vraisemblance
fondée sur une loi normale, l’estimateur du MV ainsi obtenu peut tout
de méme étre convergent si la vraie loi des résidus appartient & la méme
classe de loi que la loi normale (Gourierouz, Montfort, 1989)

de Truchis, Elena Dumitrescu Econométrie non-linéaire




c’est une hypothése paramétrique a la base du MV. Si elle est respecté /
vraie ok, sinon : si elle est fausse, le MV ne veut rien dire, c’est du
n’importe quoi, la log-vraisemblance ne correspond & rien
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Propriétés de |'estimateur QMLE

Sous certaines conditions de régularité, il est possible de montrer
m que le QMLE est convergent
0250,
m que le QMLE est asymptotiquement normalement distribué

ViBonLe — 00) —5 N(0,V)

de Truchis, Elena Dumitrescu Econométrie non-linéaire




- Hypothése : la ’vraie’ distribution n’est pas normale, mais elle fait partie
de la famille des lois exponentielles

Estimation :

- on fait une hypothése & tort d’une distribution normale alors que la
distribution n’est pas normale

- on construit la vraisemblance sous ’hypothése de normalité (c’est une
pseudo-vraisemblance car elle n’est pas construite sur la base de la vraie
densité L(r¢;0))

- on maximize cette fonction éQMLE = arg ]\e/le%xﬁ(n; 0)

- ces estimateurs sont convergents et normalement distribués

éQMLE 2 0,
\/T(HQMLE —6o) T£> N(0,V), sauf que la matrice de variance-covariance
—00

n’est pas I(0p) " (seule différence par rapport & MLE) - ici matrice robuste
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Propriétés de |'estimateur QMLE

ou la matrice de variance covariance asymptotique de 1’estimateur
QML est
V = 1,(0)" J.(0)1,(0)*

avec

et

Ol (6; X1, -+, Xy) 00y (05 X1, - -+, Xy)

Jn(a) = V(Snw;X)) = EO( 90 96’ )

ou Ej désigne 'espérance prise par rapport a la vraie loi.

Gilles de Truchis, Elena Dumitrescu Econométrie non-linéaire




Méthodes d’estimation Conclusion

000000000000 000000000000e00

Propriétés de |'estimateur QMLE

Remark (1)

Dans la pratique les matrice I,,(0) et J,(0) sont directement estimées
en remplagant 'espérance Eo par la moyenne empirique et le parametre
inconnu 0 par son estimateur convergent 0o LE

Remark (2)

Dans le cas ot la vraie loi sous-jacente est normale (Mazimum de Vrai-
semblance), la matrice de variance covariance asymptotique se réduit
a

V(baure —00) = In(0)™"
puisque I,(0) = J,(0)

Elena Dumitrescu Econométrie non-linéaire



Méthodes d’estimation Conclusions

000000000000 0000000000000e0

Optimisation numérique de la vraisemblance

On cherche

é: €n97 y " s dbn
arg max (0; x4 Tn)

La plupart du temps une solution analytique n’est pas disponible.
= On utilise des algorithmes d’optimisation numérique (algorithmes
itératifs) :

i) condition initiale

ii) régle de passage

i) regle d’arrét

de Truchis, Elena Dumitrescu Econométrie non-linéaire
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LogHikelihood In L(w]y)




Conclusions

Conclusions

m Modéle linéaire = modéle de base, fondé sur la normalité

Vaste classe de modéles non-linéaires, adaptées aux propriétés des
séries économiques

On distingue notamment la non-linéarité en moyenne et en va-
riance

NB : en prévision il est toujours difficile de faire mieux que le
meilleur modéle linéaire !

Dumitrescu
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