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PRODUITS OPTIONNELLES

» Jusqu'a présent, les actifs considérés se limitaient aux actions
» Nous avons pourtant vu qu'il existait de nombreux types d'actif ...

» .. et parmieux, des produits avec des composantes optionnelles

= obligations convertibles

= caps (option pour une couverture contre une hausse d'un taux d'intérét)
= floor (option pour une couverture contre une baisse d'un taux d'intérét)
= produits hybrides
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La théorie des options Introduction

PRODUITS OPTIONNELLES

» Lathéorie des options permet notamment d'étendre la théorie du choix de portefeuille
aux cas de ces actifs particuliers

» Deux grandes approches sont possibles en fonction de la nature du temps

» temps discret (objet de ce chapitre introductif)

» temps continu (abordé au prochain semestre)



La théorie des options Introduction

DEFINITION

Définition
Une option est un titre conférant le droit et non ['obligation, d’acheter ou de vendre un
actif a un prix convenu a ['avance (strike price) et pendant ou a 'échéance d'une période
définie au préalable.

= l'acheteur verse au vendeur une somme d'argent (la prime) en date initiale

= il regoit en contrepartie, a une date future, un flux positif ou nul (le payoff) dont le
montant dépend de ['évolution d'un actif sous-jacent

» Ondira que l'option est standard si le sous-jacent ne délivre aucun flux de trésorerie
(i.e. dividende, coupon...) avant 'échéance



DEFINITION

» Cette définition englobe un grand nombre de titre dits contingents (des titres qui
existent si certaines conditions sont réalisées)

= de cette catégorie nous n'aborderons que les options classiques (ou vanille)
» Vous aborderez plus tard les options exotiques dont les regles sont plus complexes

= Asiatique (le payoff dépend du prix moyen du sous-jacent sur une partie de T' — to)
= Barrier (commence ou cesse d'exister selon que le sous-jacent passe une barriére)
= Digitale (payoff discontinu selon que l'option finisse dans ou en-dehors de la monnaie)
= Forward Start (option entrant en activité qu'a une date ultérieure : e.g. stock-options)

= Lookback (le payoff dépend du niveau max ou min atteint par le sous-jacent)



L'OPTION VANILLE

» Il existe deux types d'option vanille

» L'option d’achat dite call : confere le droit et non l'obligation d’acheter un actif sous-jacent
au prix d'exercice K (strike price)

» L'option de vente dite put: confére le droit et non l'obligation de vendre un actif sous-jacent
au prix d'exercice K (strike price)

» Le strike price K est fixé a la date d'émission de U'option (¢ = 0)
» L'option prend fin a la date dite d'exercice ou de maturité (t = T)

» Ilexiste deux catégories d'option vanille

» Loption dite américaine : l'option peut étre exercée a tout moment dans l'intervalle (0, T
» L'option dite européenne : l'option peut étre exercée uniquement a la date d'expiration T’

= Les options américaines sont plus utilisées mais plus difficiles a évaluer



L'OPTION VANILLE EUROPEENNE

» Pour sa simplicité, nous allons nous concentrer sur l'option européenne

» Notons S; la valeur de 'actif sous-jacent en ¢ < T' (e.g. une action)
» Le détenteur d'un call européenne a le droit :

» d'acheter en T a un prix K 'action valant sur le marché St
» Cette option d'achat n'est intéressante que si S > K
» sitel est le cas, sa position vaudra S — K

» sitel n'est pas le cas il abandonnera l'option et sa position sera nulle



L'OPTION VANILLE EUROPEENNE

» Pour sa simplicité, nous allons nous concentrer sur l'option européenne

» Notons S; la valeur de 'actif sous-jacent en ¢ < T' (e.g. une action)
» Le détenteur d'un put européenne a le droit :

» devendreen T aun prix K l'action valant sur le marché S
» Cette option de vente n'est intéressante que si Sy < K
» sitel est le cas, saposition vaudra K — S

» sitel n'est pas le cas il abandonnera l'option et sa position sera nulle



La théorie des options Introduction

VALEUR DE L'OPTION VANILLE EUROPEENNE

» On peut résumer la valeur d'un call européenne ou d'un put européenne ainsi :

C(S7) = max(Sy — K;0) = U7
P(S7) = max(K — S7;0) = ¥,

le flux terminal est positif ou nul
» Nous avons ici raisonné du point de vue du détenteur de 'option

» Du point de vue de l'émetteur nous avons ['opposé

—C(Sr) =-9%
—P(S7)=—-¥%,

le flux terminal est négatif ou nul

» Pour le détenteur comme pour ['émetteur, le flux terminal W s'appelle le payoff

12



La théorie des options Introductio

PAYOFF DE L'OPTION VANILLE EUROPEENNE

» Analyse du payoff si la prime est nulle
» Pour un Call, le payoff est nul tant que S < K puis croit avec la valeur du sous-jacent
» Pour un Put, le payoff décroit tant que S < K jusqu'a atteindre K et devient alors nul
» Analyse graphique du payoff avec prime non-nulle

Payoff du Call Payoff du Put

1 prime K Sr 0 K I prime Sy




La théorie des options Introductio

EXEMPLE AVEC L'ACHAT D'UN CALL

» Soit un investisseur qui achéte un Call européen sur 'action Alliance
» Le strike price est de K = 100€ pour un volume de 100 actions
» Ent¢ =0, l'action vaut 98€
» L'échéance T est dans 4 mois
» Laprime (i.e. le prix de 'option) est de 5€ par action
» Le co(t total du contrat optionnel est donc de 500€

» Notons que la prime de l'option est définie pour une unité de sous-jacent

» Sien T 'action vaut moins de 100€, que fait l'investisseur?



La théorie des options Introductio

EXEMPLE AVEC L'ACHAT D'UN CALL

» Soit un investisseur qui achéte un Call européen sur 'action Alliance
» Le strike price est de K = 100€ pour un volume de 100 actions
» Ent¢ =0, l'action vaut 98€
» L'échéance T est dans 4 mois
» Laprime (i.e. le prix de 'option) est de 5€ par action
» Le co(t total du contrat optionnel est donc de 500€

» Notons que la prime de l'option est définie pour une unité de sous-jacent

» Sien T 'action vaut moins de 100€, que fait l'investisseur?

= il n'exerce pas l'option et perd 500€



La théorie des options Introduction

EXEMPLE AVEC L'ACHAT D'UN CALL

» Sien T l'action vaut, e.g. 115€, que fait l'investisseur ?

15



EXEMPLE AVEC L'ACHAT D'UN CALL

» Sien T l'action vaut, e.g. 115€, que fait l'investisseur ?
» exercer l'option en faisant l'acquisition de 100 actions a 100€
» économiser ainsi 15€ par action
» revendre immédiatement ces 100 actions et engendrer un gain de 1500€

» récupérer un profit net de 1500 — 500 = 1000€



La théorie des options Introductio

EXEMPLE AVEC L'ACHAT D'UN PUT

» Soit un investisseur qui achéte un Put européen sur ['action Sanofi
» Le strike price est de K = 70€ pour un volume de 100 actions
» En¢ =0, l'action vaut 65€
» L'échéance T est dans 3 mois
» Laprime (i.e. le prix de 'option) est de 7€ par action

» Le colt total du contrat optionnel est donc de 700€

» Sien T l'action vaut plus de 70€, que fait l'investisseur ?



La théorie des options Introductio

EXEMPLE AVEC L'ACHAT D'UN PUT

» Soit un investisseur qui achéte un Put européen sur l'action Sanofi
» Le strike price est de K = 70€ pour un volume de 100 actions
» En¢ =0, l'action vaut 65€
» L'échéance T est dans 3 mois

La prime (i.e. le prix de l'option) est de 7€ par action

v

» Le colt total du contrat optionnel est donc de 700€

» Sien T l'action vaut plus de 70€, que fait l'investisseur ?

» linvestisseur n'exerce pas l'option et perd donc 700€



La théorie des options Introduction

EXEMPLE AVEC L'ACHAT D'UN PUT

» Sien T l'action vaut, e.g. 55€, que fait l'investisseur ?



La théorie des options Introductio

EXEMPLE AVEC L'ACHAT D'UN PUT

» Sien T l'action vaut, e.g. 55€, que fait l'investisseur ?
» exercer l'option en vendant 100 actions a 70€ au lieu de 55€
» gagner ainsi 15€ par action et donc au total 1500€

» récupérer un profit net de 1500 — 700 = 800€



PRIME DE L'OPTION VANILLE EUROPEENNE

» Question: comment déterminer la prime ?

» Ensimplifiant, la prime dépend essentiellement de deux éléments

» nous verrons par la suite que de nombreux facteurs interviennent

» Le premier élément :

» Pour une date ¢ donnée, on peut déterminer la valeur qu'aurait l'option si elle arrivait a
maturité en ¢

= Cette valeur dite valeur intrinséque de ['option compose une partie de la prime
VIF = max(S; — K;0)
VIF = max(K — 84;0)

» VI, est virtuelle dans le cas d'une option européenne car l'exercice n'est possible qu'en T'



PRIME DE L'OPTION VANILLE EUROPEENNE

» Le second élément affectant la prime est le temps lui méme

» Pour une date t donnée, il apparait que la proximité avec l'échéance (i.e. T' — t) est cruciale
» En effet, il faut tenir compte des potentialités d'appréciation de l'option liées

» aune hausse du sous-jacent pour un call

» aune baisse du sous-jacent pour un put
= Cette sensibilité de la prime au temps est appelée valeur temps : VT

= Plus l'échéance est éloignée, plus la VT est importante

» On peut alors définir la prime ainsi

Iy = VL + VT



La théorie des options Introductio

PRIME DE L'OPTION VANILLE EUROPEENNE

» Notons que pour une date ¢
» un Call est dit dans la monnaie (in the money) si Sy > K
» un Put est dit dans la monnaie si S¢ < K
» Alinverse:
» un Call est dit hors de la monnaie (out of the money) si S; < K
» un Put est dit hors de la monnaie si S; > K
» Cas particulier

» un Call ou un Put est a la monnaie (at the money) si Sy = K



PRIME DE L'OPTION VANILLE EUROPEENNE

» Pourunt < T donné et donc une valeur temps donnée VT

C(S)

» Pour une échéance t, la prime de l'option est en bleu

» On reviendra plus tard sur le fait que VT puisse étre négatif dans le cas du PUT européen

Approximation de la prime du Call

P(S)

Approximation de la prime du Put

S



PRIME DE L'OPTION VANILLE EUROPEENNE

» Analyse graphique pour le Call

» amesure que la valeur du sous-jacent se rapproche du strike price, la prime demandée
augmente

» quand la valeur du sous-jacent dépasse le strike price, la prime augmente le long de VI de
['option augmentée de la valeur temps

» Analyse graphique pour le Put

» amesure que la valeur du sous-jacent se rapproche du strike price, la prime demandée
diminue le long de la VI de ['option augmentée de la valeur temps

» notons que la valeur temps est négative au début et positive par la suite (nous verrons plus
tard pourquoi)

» quand la valeur du sous-jacent dépasse le strike price, la prime continue de diminuer
jusqu'a tendre vers 0



La théorie des options

PLAN

1. La théorie des options

1.2 Organisation des marchés d'option

2. Conclusion



La théorie des options

OPTION SUR ACTION

» Les options peuvent s'échanger de grés a grés ou sur des marchés organisés

» Dans le premier cas on parle de marchés OTC (over the counter)

» Dans le second cas, les principaux marchés sont

» Chicago Board Options Exchange
» Philadelphia Stock Exchange

» American Stock Exchange

» Pacific Exchange

» International Securities Exchange

» Marché des Options Négociables de Paris (MONEP)

» Le MONEP est géré par NYSE-Euronext



La théorie des options

OPTION SUR ACTION

» Des milliers d'actions sont supports de contrats d'option sur ces marchés

» Le plus souvent, ces contrats donnent des droits sur des packages de 100 actions
» Cela vient du fait que les actions s'échangent souvent par multiples de 100

» Sur le MONEP, les quantités de sous-jacent sont généralement liées a son prix

» Sile sous-jacent cote 10€ l'option portera sur un nombre élevé de titres

» Sile sous-jacent cote 150€ l'option portera sur un nombre plus faible de titres

25



La théorie des options

OPTION SUR DEVISES

» Lamajorité des options sur devises s'échange de gré a gré
» Néanmoins, quelques marchés organisés gérent ce type de transactions

» e.g. Philadelphia Stock Exchange

» Les échanges peuvent porter sur des options américaines comme européennes
» Ces options sont des atlernatives aux contrats Forward

» les Forward sont des Futures mais échangés de gré-a-gré



La théorie des options

OPTION SUR DEVISES

» Exemple d'application :
= Une entreprise européenne cherche a se prémunir contre un risque de change

» ... li¢ ala réception a une date future d'une certaine somme en dollars

= Pour cela l'entreprise peut acheter des Puts sur le dollars
» l'option doit arrivée a maturité a la date du paiement recu par l'entreprise
» cela garantit que la valeur des dollars obtenus ne sera pas inférieur au Strike price
» l'option agit donc comme une assurance, ce qui n'est pas le cas du Forward

» cette assurance a néanmoins un co(t : la prime de l'option

27



La théorie des options

OPTION SUR DEVISES

= Explications

» En T, Uentreprise est payée en dollars et doit alors convertir cette somme en euro

» L'entreprise achete le droit de vendre en 7" des dollars a un taux de change garantissant
une certaine valeur du dollar face a l'euro

» Ainsi, si l'euro est trop fort face au dollar en T', U'entreprise exercera l'option afin de
convertir le paiement recu en dollars a un taux de change plus avantageux que le taux de
change spot S

» Alinverse, sil'euro est trop faible face au dollar en T, l'entreprise n'exercera pas l'option
et convertira le paiement recu en dollar au taux pratiqué sur le marché spot S

28



La théorie des options ~ NOIgF

407 6 2 el s i
OPTION SUR DEVISES

» Exemple d'application :

» Un trader cherche a shorter du dollars Australien (1M) contre de 'USD

» Il prend une position longue sur un Put dans la monnaie (spot a 1.01865)
» spot 1.01865
» strike price 1.0200
» échéance 1 mois
» supposons une prime nulle pour simplifier

= son opération est motivée par un double top a 1.0200 qui révele une résistance
» Le cours spot devrait rester en dessous de la résistance, d'ou l'intérét de fixer un strike
price a 1.0200

14:00 1200 11:00 08:00 06:00 04:00 0200 0] 2300 2000 1300 17:00 1500 14:00 12:00 10:00
Bk aaft? o o ¥

= o ne 0211



La théorie des options Organisation des marchés d'option

OPTION SUR DEVISES

» Supposons qu'a échéance, le spot soit de 0.9950

» Le trader exerce 'option et convertit 1M AUD au taux AUD/USD = 1.0200
» il récupere?



La théorie des options Organisation des ion

OPTION SUR DEVISES

» Supposons qu'a échéance, le spot soit de 0.9950

» Le trader exerce 'option et convertit 1M AUD au taux AUD/USD = 1.0200
» il récupere?
1,02M USD

» il revend immédiatement au taux spot qui est de ?



La théorie des options

OPTION SUR DEVISES

» Supposons qu'a échéance, le spot soit de 0.9950

» Le trader exerce 'option et convertit 1M AUD au taux AUD/USD = 1.0200
» il récupere?
1,02M USD

» il revend immédiatement au taux spot qui est de ?
USD/AUD = 1/0.9950 = 1.005025

» Combien récupere-t-il et dégage-t-il de profit ?



La théorie des options ~ NOIgF

ati S chés d'opti
OPTION SUR DEVISES

» Supposons qu'a échéance, le spot soit de 0.9950

» Le trader exerce 'option et convertit 1M AUD au taux AUD/USD = 1.0200
» il récupere?
1,02M USD

» il revend immédiatement au taux spot qui est de ?
USD/AUD = 1/0.9950 = 1.005025
» Combien récupere-t-il et dégage-t-il de profit ?
1025125AUD pour un profit de 25125AUD

109 1200 1100 0800 060

0 0400 0200 Grey 2360 200 1900 1200 1500 1498 1200 1009




La théorie des options

OPTION SUR INDICES

» Il est possible de construire une option sur un indice

» cela est intéressant car rappelons que l'indice n'est pas en soit un actif coté

» enconséquence, a l'échéance de L'option, on assiste a une livraison en cash plut6t qu'un
portefeuille reproduisant l'indice

» Les indices sur lesquels s'établissent le plus de contrats sont

S&P500

S&P100

Nasdag 100

Dow Jones Industriel Average

\AA A A

» Sur le MONEP on trouve des options adossées au CAC40



La théorie des options

LES MARKET-MAKERS

» Lorsque les options s'échangent sur des marchés organisés
» le recours aux market-markers est précieux
» les market-makers vont permettre de fluidifier les échanges

» Un market-maker affiche un prix d'achat et de vente et répond a la demande
» le prix bid est le prix auquel il est prét a acheter
» le prix ask est le prix auquel il est prét a vendre

» le bid-ask spread (écart entre prix d'achat et de vente) est toujours négatif
» prix de vente > prix d'achat pour assurer une rémunération au market-maker

» Le market-maker est bénéfique car dans la fourchette il assure que

» les participants au marché d'option trouveront une contre-partie

= apporte de la liquidité au marché

32



La théorie des options Organisation des marchés d'option

COUT DE TRANSACTION ET BROKERS

» Sur un marché d’option organisé, il est fréquent de passer par un broker

» le broker va passer les ordres selon leurs types

» ordre a tout prix : exécution immeédiate

» ordre a cours limité : définit le cours le moins favorable auquel l'ordre peut étre exécuté

» Larémunération du broker représente un co(t de transaction

» ce colit se décompose en un co(t fixe et un colt proportionnel

Montant de la transaction

Commission

<2500 €
de 2500 € 210000 €
>10000 €

20 € + 2% du montant échangé
45 € + 1% du montant échangé
120 € + 0.25% du montant échangé

33



La théorie des options

WARRANTS

» Débouclage standard d'un call :

1 le détenteur (acheteur) du call annonce qu'il va exercer ['option
2 le vendeur du call acquiert donc les actions sur le marché secondaire

3 le vendeur du call revend (au prix d'exercice) ces actions au détenteur du call

» Un Warrant fonctionne différemment

1 le détenteur (acheteur) du call annonce qu'il va exercer ['option
2 la société dont les actions sont support du warrant céde elle-méme les titres
3 lasociété émet donc de nouvelles actions et les vends au prix d’exercice au détenteur

=- le nombre de titres en circulation augmente



La théorie des options

STOCK-OPTION ET OBLIGATION CONVERTIBLE

» Les stock-options sont des options d'achat

» Les stock-options sont émises par la société dont les actions sont le support
» Les stock-options accordées aux cadres dirigeants avec l'objectif :

» qu'ils agissent dans l'intérét des actionnaires
» Les obligations convertibles sont des obligations pouvant

» étre convertie en actions pendant certaines périodes, a une parité déterminée

= il s'agit donc d'une obligation contenant une option d'achat sur les actions de la
société émettrice

= comme pour le warrant, le nombre de titres en circulation augmente si exercice

35



La théorie des options

LES MARCHES OTC

» Lestransactions de grés-a-gres forment des marchés dit OTC (over the counter)
» développement considérable depuis les années 80
=- volume d'échange supérieur aux marchés organisés

» Inconvénient: pas de chambres de compensation (clearing house)

= exposition au risque de défaut

» Avantage: permet de répondre a des besoins clients spécifiques

» les contrats peuvent étre non-standard

= échéance, strike price, taille de contrat inhabituels...

36



La théorie des options

PLAN

1. La théorie des options

1.3 Relations de parité et arbitrage

2. Conclusion
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La théorie des options

RELATION DE PARITE CALL-PUT STAN

» Considérons deux options standards (1 Call et 1 Put) adossées a une action

» Considérons également le marché des obligations zéro-coupons

» Notons r le taux (sans risque) actuariel du titre zéro-coupon entre t et T

» Considérons a présent deux portefeuilles (A et B) ainsi composé :

A composé du Put et du sous-jacent

B composeé du Call et d'une obligation délivrant K en T'

38



La théorie des options Relations de parité et arbitrage

RELATION DE PARITE CALL-PUT STANDARD

» Calculons la valeur du portefeuille A a échéanceen T

VA(T) =Sr+ maX(K — ST,O) = max(ST7 K)

» Calculons la valeur du portefeuille B a échéanceen T

Ve(T) = K + max(St — K,0) = max(Sr, K)

» Cerésultat établit une égalité entre la valeur du Put et Call
» en l'absence d'opportunité d'arbitrage, cette égalité est vrai pour tout ¢t < T

» eneffet, si V4(t) # Vp(¢) était possible, il serait possible de faire un profit sans risque

e.g. si Va(t) > Vp(t),ilsuffit d'étre long en B et de shorter A pour gagner V4(t) — Vp(t)

39



La théorie des options Relations de parité et arbitrage

RELATION DE PARITE CALL-PUT STANDARD

» Cette relation de parité nous ameéne au résultat suivant (si r discret)

K K

Pt+St:77t+Ct:>Ct_Pt:St_

i+t (oL

avec C; = VIC et P, = VIS

» Ici, lavaleur en t du zéro-coupon donnant K en T est donnée par

K
A+t

» En supposant r continu, on obtient
C{, — Pf, = S[, — KG_T(T_t)

» Ici, lavaleur en ¢ du zéro-coupon donnant K en T est donnée par Ke~"(T—9

40



La théorie des options

CONDITION D'ARBITRAGE ET MARCHE D'OPTION

» Cette égalité nous permet de déduire des conditions d'absence d'arbitrage

» Rappelons que P; > 0 ce qui pour le Call implique
Cy =Sy — Ke_T(T_t) +Pi=Cy > 8 — Ke r(T—t)

En effet, si tel n'était pas le cas on aurait Py < 0

» Rappelons que C; > 0 ce qui pour le Put implique
Pr=Ci— S+ Ke "T=D = py > e (770 g,

En effet, si tel n'était pas le cas on aurait C¢ < 0

41



La théorie des options > parité e g

PRIME DE L'OPTION VANILLE EUROPEENNE

SEN Approximation de la prime du Call

Out of the money At the money In the money
A ‘

Y

S

42



La théorie des options > parité e g

PRIME DE L'OPTION VANILLE EUROPEENNE

pes, Approximation de la prime du Put
t
\ In the money At the money Out of the money
A

N\
%{Q AN
\\ (\»» \

N /&O) \

\\\0& \

\\ ‘\0 A
\ \
% \\\ Y A\
% N \
%}, AN
Y N
6%\@, AN A
% . NE
RS &€ Priy
AN N4
A AN
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La théorie des options

PRIME DE L'OPTION VANILLE EUROPEENNE

» Dans le cas d'un Put européen fortement dans la monnaie, VT < 0 est possible
» Pourquoi?

» la position de couverture est longue

Profit

Long Stock,”
M Put e
<

» cette position est coliteuse en financement
» elle doit étre tenue jusqu'a échéance de l'option (car européenne)

= cela affecte négativement la valeur de 'option

44



La théorie des options Relations de parité et arbitrage

CONDITION D'ARBITRAGE ET MARCHE D'OPTION

» Cas particulier d'un sous-jacent sur R* (e.g. action)

» SiS; = 0alors Ss>; = 0 sous peine opportunité d'arbitrage

» Eneffet, siP(S,>, > 0) > 0, il suffit d'acheter le sous-jacent en ¢ et de le revendre en s
pour dégager avec certitude un profit non-négatif

» Dans le cas d'un Call, S; = 0 implique C; = 0 car Cy = max(S; — K;0)

» Dans le cas d'un Put, S; = 0 implique
Pt = KeiT(T?t) — St -+ Ct = K@ir(T?t)

car Sy =0et C; =0

45



La théorie des options

PLAN

1. La théorie des options

1.4 Stratégies de couvertures

2. Conclusion



La théorie des options

UNE OPTION /UNE ACTION

Stra

Profit Profit
\\
= Short N \\ Short
ol Call ™ ~ Stock
i N,
N
(a) (b)
Profit Profit
on,
NETS oo . Short
“Put ’ N
N Py \ Stock
N L, . Short
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» pour simplifier supposons que Sy € (K + ¢, K — ¢) pour ¢ petit
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UNE OPTION /UNE ACTI

» Cas (a)
» dans le meilleur des cas, le profit du vendeur d'un Call est la prime
» enrevanche, les pertes du vendeur d'un Call peuvent étre infinie
» sil'option est débouclée fortement dans la monnaie, le vendeur va devoir acheter a un prix tres
élevé (S > K) le sous-jacent et le revendre au prix K au détenteur du Call
» enachetant le sous-jacent en ¢t = 0, le vendeur du Call se couvre contre cette situation
» eneffet,si St > K, il détiendra un actif dont la valeur a fortement augmentée dans son
portefeuille et pourra le revendre
» la co(it de cette stratégie est un décaissement en ¢t = 0 de Sy
» lerisque de cette stratégie, c'est que si S < K, le vendeur du Call encaisse la prime mais

perd | ST — So|
» cependant, méme dans le cas extréme ou St = 0, la perte est finie
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UNE OPTION /UNE ACTI

» Cas (b)

» dans le meilleur des cas, le profit de l'acheteur d'un Call est l'infini

» enrevanche, 'acheteur d'un Call peut perdre la prime

» sil'acheteur de l'option pense qu'il y a de forte chance que l'option finisse fortement en dehors de
la monnaie (St < K), il peut vouloir couvrir la perte de la prime

» envendant (a découvert) le sous-jacent en ¢ = 0, l'acheteur du Call se couvre contre cette
situation en récupérant Sy

» eneffet, si Sy < K, il pourra racheter le sous-jacent a un prix S¢ < So
» il dégage alors un profit | Sy — S| quidans le cas limite ou S7 = 0 est Sy
» si St < K, ce profit lui permettra de couvrir la perte de la prime
» lerisque de cette stratégie, c'est que si Sy > K, le vendeur perd |S7 — So|

» cependant, méme dans le cas extréme ou St = oo, la perte est finie car couverte par le profit du
Call
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UNE OPTION /UNE ACTI

» Cas (c)
» dans le meilleur des cas, le profit de l'acheteur d'un Put est fini et positif
» enrevanche, l'acheteur d'un Put peut perdre la prime si S7 > K

» sil'acheteur de l'option pense qu'il y a de forte chance que l'option finisse fortement en dehors de
la monnaie (St > K), il peut vouloir couvrir la perte de la prime

» enachetant le sous-jacent en ¢t = 0, l'acheteur du Put se couvre contre cette situation

» eneffet, si Sp > K, il pourra vendre le sous-jacent a un prix Sp > So
» il dégage alors un profit | Sz — Sp| qui dans le cas limite ou S7 = oo est co

» si St < K, il détient un actif dont la valeur a chuté mais peut compenser partiellement cette
perte en exercant l'option

» lerisque de cette stratégie, c'est que si S7 < K, l'acheteur du Put est perdant
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UNE OPTION /UNE ACTI

» Cas (d)
» dans le meilleur des cas, le profit du vendeur d'un Put est la prime
» enrevanche, le vendeur d'un Put peut faire face a une perte finiesi Sp < K
» sil'option déboucle fortement dans la monnaie, il devra acheter au prix K un actif qui en vaut S¢
» le vendeur du put peut donc vouloir couvrir cette perte s'il craint fortement qu'en 7', S < K

» envendant (a découvert) le sous-jacent en ¢t = 0, le vendeur du Put se couvre contre cette
situation

» eneffet, en t = 0, le vendeur du Put récupére Sy
» si St est fortement dans la monnaie, S+ < Sp ce qui implique un profit |So — S|
» ce profit va compenser la perte liée a l'exercice du Put par l'acheteur

» lerisque de cette stratégie est immense car si S = oo, le vendeur du Put peut perdre co
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LES BULL SPREADS

Profit from bull spread created using call options.

Profit

Short Call, Strike K,

Profit from bull spread created using put options.

Profit
Short Put, Strike K,

St

Long Put, StrikeK
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LES BEAR SPREADS

Profit from bear spread created using put options.

Profit

Short Put, Strike Ky

Sr

Long Put, StrikeK,

N .
Short Call, Strike Ky .

\
N .

Long Call, Strike K,
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LES BUTTERFLY SPREAD

Profit from butterfly spread using call options.

Profit

Long Call, Strike Ky

Profit from butterfly spread using put options.

Short 2 Puts, Strike K,

Long Put, StrikeK3
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LES CALENDAR SPREADS

Profit from calendar spread created using two call options, calculated at
the time when the short-maturity call option expires.

Profit ,
’

Short Call, Maturity Ty .
N .

Long Call, Maturity T, N
\

Profit from calendar spread created using two put options, calculated at
the time when the short-maturity put option expires.
Profit N

’ Long Put, Maturity T,

/
/
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La théorie des options Stratégies de couvertures

LES STRADDLES

Profit from a straddle.

Profit

Long Call, Strike K

Long Put, StrikeK
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La théorie des options Stratégies de couvertures

LES STRIPS ET LES STRAPS

Profit from a strip and a strap.

Profit Profit

\K/ Sr \V S

Strip (one call + two puts) Strap (two calls + one put)
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LES STRANGLES

Profit from a strangle.

Profit

Long Call,
StrikeK

Long Put,
StrikeKy
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PLAN

1. La théorie des options

1.5 Introduction au modele binomial

2. Conclusion



La théorie des options Introductio omial

L'EVALUATION DES OPTIONS

» ['évaluation des options est un enjeux crucial pour les investisseurs
» L['évaluation des options peut étre tres complexe

» Nous débuterons par un modéle tres simplifié
» Ce modele simplifié sera ensuite généralisé pour décrire le modele binomial

» modele proposé par Cox, Ross et Rubinstein (1979)



La théorie des options Intr on au modéle binomial

MODELE A DEUX ETATS ET UNE PERIODE

» On considére deux marchés

» le marché d'un actif risqué, e.g. marché action, qui servira de support pour les options

» le marché de l'actif sans risque, e.g. marché des obligations d’'état zéro-coupons

» Ent = 0onnote S lavaleur observée de 'action

» Ent =1 l'action peut prendre deux valeurs

» S sil'action prend de la valeur
» dS sil'action perd de la valeur

= wet dsont donc des rentabilités brutes (1 + R,,) ou (1 + Ry) représentant deux états
possibles du monde : haussier ou baissier
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MODELE A UNE PERIODE



La théorie des options Introduction au modeéle binomial

COUVERTURE DANS LE MODELE A UNE PERIODE

» Considérons un actif sans risque générant un rendement r entre o et t;

» Sous peine d'opportunité d'arbitrage, onimpose d < 1 +r < u
» Construisons a présent un Call sur l'action de prix S, de strike price K et maturité 1

» sil'état du monde en t = 1 est haussier, le payoff est
O = max(uS — K, 0)
» sil'état du monde en ¢ = 1 est baissier, le payoff est

Cf = max(dS — K, 0)

» Nous allons a présent montrer que ce Call peut étre dupliqué a 'aide d'une action et
de l'actif sans risque

» ce portefeuille dupliquant l'option pourra étre utilisé comme portefeuille de couverture

» le colt de ce portefeuille de couverture déterminera la prime de l'option
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COUVERTURE DANS LE MODELE A UNE PERIODE

» Soit le vendeur d'un Call en ¢ = 0 pouvant investir dans

» une quantité « d'action de prix S

» une quantité 8 d'actif sans risque dont le prix est normalisé a 1€

» Onvoit alors que Vo, 8 la valeur de son portefeuille en ¢ = 0 sera
Vo=aS+p
» Ent =1, lavaleur de son portefeuille dépendra de 'état du monde

Vi = auS + Bou Vil = adS + 8
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La théorie des options Introduction au modeéle binomial

COUVERTURE DANS LE MODELE A UNE PERIODE

» Afin de couvrir la vente du Call, on cherche a présent les valeurs de 3 et o tel que
auS+ (1 +r)=CY
adS + B(1+r) = Cf

» Enrésolvant on obtient o* et 5%,

. Cr—of AC
o = _

T wS—dS  AS
« O —a*uS
B = 1+r

ou o™ est appelé ratio de couverture
» Ces quantités a* et 3* permettent de construire :

» un portefeuille de couverture ayant en ¢t = 1, quelque soit l'état du monde, la méme
valeur que 'option

= le vendeur du Call peut alors se couvrir en se procurant ce portefeuille en ¢t = 0,

= ent = lilvendra le portefeuille afin de régler le payoff de l'option avec la recette
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COUVERTURE DANS LE MODELE A UNE PERIODE

» Les solutions 8* et o™ nous permettent de calculer Vj

VoZOé*S-i-ﬁ*

_or-cf | Cf—a'uS

T ou—d 147

1 W(1+7r)—d au—(1+7)
_1+r(1 u—d +a u—d )

» Ce portefeuille synthétisant 'option en ¢ = 1 implique également que

B 1 W(1+7r)—d au—(1+7)
Voicoil—s—r(cl u—d +a u—d )

» ce résultat fait donc apparaitre que la prime de ['option est égale au co(t de la couverture

» Enadoptant un raisonnement similaire pour le vendeur d'un Put on obtient

1 ( LA+7r)—d

duf(lJrr))
1+t u—d

Vo= Py = + Py w—d
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EXERCICE

» Soit la société Umbrella dont l'action cote S = 100$ ent =0

» ent=1,s'il pleut, l'action prendra 10% et s'il ne pleut pas elle perdra 10%

» l'actif sans risque rémunére r = 2% et le strike price est K = 100

» Calculez uS et dS
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EXERCICE
» Soit la société Umbrella dont l'action cote S = 100$ ent =0

» ent=1,s'il pleut, l'action prendra 10% et s'il ne pleut pas elle perdra 10%

» l'actif sans risque rémunére r = 2% et le strike price est K = 100

» Calculez uS et dS
uS = 110et dS = 90

» Calculez C} et Cf
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EXERCICE

» Soit la société Umbrella dont l'action cote S = 100$ ent =0

» ent=1,s'il pleut, l'action prendra 10% et s'il ne pleut pas elle perdra 10%

» l'actif sans risque rémunére r = 2% et le strike price est K = 100

» Calculez uS et dS
uS = 110et dS = 90

» Calculez C} et Cf
cr=10etcf =0

» Calculez les quantités impliquées dans le portefeuille de couverture
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EXERCICE

» Soit la société Umbrella dont l'action cote S = 100$ ent =0

» ent=1,s'il pleut, l'action prendra 10% et s'il ne pleut pas elle perdra 10%

» l'actif sans risque rémunére r = 2% et le strike price est K = 100

» Calculez uS et dS
uS = 110et dS = 90

» Calculez C} et Cf
cr=10etcf =0

» Calculez les quantités impliquées dans le portefeuille de couverture

. _or—cf  10-0

@ =T ds 11090 0%

. Cr—a*uS  10-50% x 110 _

pr= A - S — a1

» Calculez le colit de la stratégie de couverture et déduisez la prime de l'option
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EXERCICE

» Soit la société Umbrella dont l'action cote S = 100$ ent =0

» ent=1,s'il pleut, l'action prendra 10% et s'il ne pleut pas elle perdra 10%

» l'actif sans risque rémunére r = 2% et le strike price est K = 100

» Calculez uS et dS
uS = 110et dS = 90

» Calculez C} et Cf
cr=10etcf =0

» Calculez les quantités impliquées dans le portefeuille de couverture

. _or—cf  10-0

@ =T ds 11090 0%

. Cr—a*uS  10-50% x 110 _

pr= A - S — a1

» Calculez le colit de la stratégie de couverture et déduisez la prime de l'option

Vo = Co = 50% x 100 — 44.1176 = 5.8824%
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PROBABILITE RISQUE NEUTRE

» Observons Cp d'un peu plus pres :

1 J(1+7r)—d au—(1+7)
_l—l-r(1 u—d + G u—d )

Co

» Encas d'état du monde haussier, le payoff du Call C{* est pondéré par

(1+r)—d _
u—d N
» Encas d'état du monde baissier, e payoff du Call C{ est pondéré par
w0+ _y
u—d

» Rappelons que nous avions imposé d < 1 + r < u sous peine d'0A
= ils'ensuitque g € (0,1)

= get1— gpeuvent en fait s'interpréter comme les probabilités d'observer u ou d
» ['avenement de cette nouvelle mesure de probabilité mene a un concept important

= la (mesure de) probabilité risque-neutre
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PROBABILITE RISQUE NEUTRE

» Dans un modele a deux états et une période, le payoff suit une loi discréte d’espérance
E(C1) = qCf' + (1 - ¢)Cf

idem pour le Put : E(Py) = ¢Py + (1 — q) Py
» Ilvient alors la proposition suivante (idem pour le Put) :

» Lavaleur d'une option est donnée par l'espérance actualisée au taux sans risque r de son
payoff C1, calculée sous la probabilité risque-neutre ¢

1
Co = mEq(Cl)

» Concept de probabilité risque-neutre :

» en l'absence d'opportunité d'arbitrage, sous la probabilité risque-neutre ¢, tous les actifs
ont la méme espérance de rentabilité, a savoir le taux sans risque r
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PROBABILITE RISQUE NEUTRE : EXEMPLE

» Soit une action dont le rendementest R= R, =u—10u R = R4y = d — 1 selon
l'état dumondeent =1

» L'espérance de l'action est donné par

EqR)=qu—1)+(1-q)(d-1)=qu+(1-¢q)d—1
(I1+7r)—d +u—(l—i-r)
u—d " u—d

» Reprenons l'exemple de la société Umbrella:
» Calculez gsachantque u =1.1,d = 0.9 et r = 0.02

d—1=...=r
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PROBABILITE RISQUE NEUTRE : EXEMPLE

» Soit une action dont le rendementest R= R, =u—10u R = R4y = d — 1 selon
'état dumondeent =1

» L'espérance de l'action est donné par

Ey(R)=qu—1)+(A—-q)(d=1)=qu+(1—-qd—1
(1+r)—d u—(1+7r)
u—d vt u—d

» Reprenons l'exemple de la société Umbrella :
» Calculez gsachantque u =1.1,d = 0.9 et r = 0.02
(140.02) —0.9
1.1-09
» Calculez E4(R) (donc sous la probabilité risque-neutre)

d—1=...=r

0.6
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PROBABILITE RISQUE NEUTRE : EXEMPLE

» Soit une action dont le rendementest R= R, =u—10u R = R4y = d — 1 selon
'état dumondeent =1

» L'espérance de l'action est donné par

Ey(R)=qlu—1)+(1-q)(d=1)=qu+(1—-qd-1

14+7r)—d u—(1+r

(Lt —d, u=itn)
» Reprenons l'exemple de la société Umbrella :

» Calculez gsachantque u =1.1,d = 0.9 et r = 0.02

(140.02) —0.9

1.1-09
» Calculez E4(R) (donc sous la probabilité risque-neutre)
Ey(R)=qu+(1-¢q)d—1=002=r
» Silaprobabilité qu'il pleuvent en t = 1 est de p = 80%, calculez E,(R)

d—1=...=r

0.6
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PROBABILITE RISQUE NEUTRE : EXEMPLE

» Soit une action dont le rendementest R= R, =u—10u R = R4y = d — 1 selon
'état dumondeent =1

» L'espérance de l'action est donné par

Ey(R)=qlu—1)+(1-q)(d=1)=qu+(1—-qd-1

14+7r)—d u—(1+r

( U —)d vt u(— d )

» Reprenons l'exemple de la société Umbrella :
» Calculez gsachantque u =1.1,d = 0.9 et r = 0.02
(140.02) —0.9
1.1-09

» Calculez E4(R) (donc sous la probabilité risque-neutre)
Ey(R)=qu+(1-¢q)d—1=002=r

» Silaprobabilité qu'il pleuvent en t = 1 est de p = 80%, calculez E,(R)
E,(R) = 0.8u+ (1—0.8)d — 1 = 0.06

= LécartE,(R) — Eq(R) > 0 se nomme l'excess return et correspond a la rémunération du
risque : risk premium

d—1=...=r

0.6
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PLAN

1. La théorie des options

1.6 Modeéle binomial multi-période

2. Conclusion

71



e binomial multi-période

GENERALISATION DU BINOMIALE A DEUX PERIODES

Rt Su"
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s Su™'d
|
|
|
77777777 |
|
|
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|
o Sud™?
sn";’:’/
s
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La théorie des options

GENERALISATION DU BINOMIALE A DEUX PERIODES

» Il s'agit d'une arborescence
» obtenue par itération du modele a deux périodes sur n périodes
» recombinante: V nceud donné, w puis d méne au méme nceud que d puis u
= aprés n période, l'actif ne peut prendre que n + 1 valeurs possibles
» possédant (N(N + 1))/2 nceuds

» dont l'identification du chemin parcouru depuis ¢ > 2 vers ¢ = 0 est impossible

» Dotons l'arbre d'une probabilité risque-neutre

q:wetl_q:w

u—d u—d

» cette probabilité risque-neutre s’applique a chaque nceud
» de plus, il y aindépendance avec les événements précédents : S;11 indépendant de S;

= les rendements sont donc identiquement et indépendamment distribués (4.7.d.)
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PROCESSUS MARTINGALES

» Dans cet univers risque-neutre, les valeurs actualisées de l'actif suivent une
martingale

» Les martingales sont des processus dits adaptés

» On appelle processus adapté a S, noté (M;)i—o,...,n, toute famille de variables aléatoires
dont la 7%¢™€, notée M;, a une valeur révélée dés la réalisation de la 7%¢™¢ valeur S; du prix
de l'action = on ne peut pas voir le future

» Les martingales

» Unprocessus (M;)i—o,...,» adapté a S est une martingale si et seulement si, V date 1,
l'espérance de M, conditionnellement a S; est égale a M; :

E(Mi+1|Si)IM[, i=0,...,n

» Intuition

» Pour une date ¢, disons aujourd’hui et une date future 7 + 1, disons demain
» sachant les valeurs actuelles de l'action S; et du processus adapté M;
= l'espérance de la valeur M; 1 est égale a la valeur d'aujourd’hui
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La théorie des options Modéle binomial multi-période

PROCESSUS MARTINGALES

>

>

Soit S;—; un actif risqué suivant une martingale E(S;+1|S:) = S;

Démontrons que dans un univers risque-neutre ou les valeurs de 'actif sont
actualisées au taux sans risque,

M=
(L)
M; est une martingale
Sous probabilité risque neutre on a
Sit1 o
E“((l +7) S’) =5

en multipliant tout par 1/(1 + r)* on obtient

Sit1

Si
Si) T (L47r)i
M; répond donc bien a la définition d'une martingale
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LE MODELE DE COX-ROSS-RUBINSTEIN

» Cox-Ross-Rubinstein : méthode d'évaluation des options dans le modéele binomial
multi-périodes

» Analyse en 3 étapes

» stratégie de duplication de l'option : basée sur un portefeuille dynamique autofinangant
» égalisation de la prime de 'option avec le colt du portefeuille dupliquant

» interprétation de la prime comme 'espérance risque-neutre des flux futurs actualisés
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PORTEFEUILLE DYNAMIQUE AUTOFINANCANT

» On nomme portefeuille dynamique

» tout processus («, Bi)i=o,...,n—1 adapté a S et spécifiant en chaque date 4 la composition
du portefeuille en termes de d'actifs risqués («;) et sans risque (3;)

» Lavaleur de l'actif sans risque en i étant (1 4+ )%, la valeur du portefeuille en 7 est

Vi=qa;S; + ﬁL(l -+ r)i

» On nomme portefeuille dynamique autofinangant

» un portefeuille pour lequel l'investisseur ne procede a aucune mise de fonds et aucun
retrait aux dates intermédiairesi =1,...,n — 1

= endate i on passe de la composition («;—1,/8;—1) prévalantentre — letiala
composition (e, B;)

= cela conduit a la condition d'autofinancement suivante :
Qi—18i+ Bic1(L+7) = a;Si + Bi(1 + 1)’
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PORTEFEUILLE DYNAMIQUE AUTOFINANCANT

» Principe de la gestion dynamique autofinancée :

» Endate initiale, pour (ao, Bo) on a
Vo = a0So + Bo
» A la fin de cette premiére période, on a
Vi =apS1+Bo(l+7)

» L'investisseur va changer l'allocation du portefeuille en vendant ou achetant de l'actif
risqué et/ou sans risque
VIJF = Ot1S1 +51(1 —+ 7‘)

= |'opération sera autofinangante si Vi = V1+

» En poursuivant cette logique pour toute date 4, on obtient la condition
d'autofinancement

ai—1Si + Bic1 (1 + T)i = ;S + B:(1+ T)i
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L
STRATEGIE RECURSIVE DE DUPLICATION BACKWARD

» Notations
» Notons (4, ) un nceud situé en date ¢ et correspondant a j < ¢ hausses entre O et ¢
= pourj=1,...,14 les (4,4) correspondent a une “tranche” de l'arbre en date ¢
» Enchaque nceud (3, j), on note C; ; la valeur de l'option (Call)
» Endate n, la valeur du payoff terminal au nceud (7, j) est notée ¥, ;
» Endate n, pour un état du monde jon a
a) Sp = Sould7
b) ¥, = Cyp; = max(Sou/d"~7 — K, 0) pour un Call

¢) WP =P, ;=max(K — Syu/d"7,0) pour un Put

n,j
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L
STRATEGIE RECURSIVE DE DUPLICATION BACKWARD

» Stratégie de couverture

» de 0 et nonconsidere les périodes successives: (0;1), (1;2),...,(¢;i+1),...,(n—1;n)
» on juxtapose a chaque période la stratégie de duplication du modéle a deux périodes

» on fait en sorte que V; , résultant des états du monde et des stratégies suivies entre 0 et
i — 1 constitue l'investissement initiale de la période (4,7 + 1) :
- _ y+
V., =V;

= alafin on obtient donc une stratégie autofinangante entre 0 et n
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STRATEGIE RECURSIVE DE DUPLICATION BACKWARD

» On procede récursivement et a rebours (backward) a partirde n — 1
» considérons le nceud (n — 1,0), ce quidonne S, = Spd™ ! carj =0

» en ce point, il ne reste qu'une période avant le débouclage et nous pouvons appliquer le
modele a deux périodes

» le portefeuille dupliquant est donné par la solution du systeme
anfl,OSn,l + anl,O(l + T)n = CN,I = maX(SOudn_l - K: 0)
n—1,090,0 + Bn—1,0(1 +7)" = Cn,0 = max(Spd" — K,0)

» en l'absence d'opportunité d'arbitrage, la valeur du portefeuille de couverture donne la
primeenn — 1
Crn—1,0 = ay_1,0%—1,0+Br_10(1+7)"
» en procédant ainsi pour j = 1,..., non obtient la valeur de l'option en n — 1 pour tous les
nceuds

» On répéete ensuite 'opération pour ¢ = n — 2, ..., 0 afin d'obtenir la prime de l'option en Cy



La théorie des options omial multi-p e

MARTINGALE ET PRIX D'OPTION

» Cette méthode récursive est fastidieuse a mettre en ceuvre
» Souvent, les compositions intermédiaires n'intéressent pas l'investisseur
» Lavalorisation et le calcul de Cj est 'objectif

= solution : se baser sur le fait que le prix de l'option est une martingale
» Dans le cadre du modele a une période nous avions vu que

Eq(C1) =Eq (%)

» avec C; le prix en date 4 de l'option de maturité n

1
“=1r

» Considérons (Cs(1 + 7)™ ")i=0

.....

» Dans l'univers risque-neutre

S) Vi j> i

9

G _ G
(1477 E((l +r)i

ce qui montre que C; est une martingale et donc

Co Cn
= —Cy=FE| —22—
T+re " <<1+r>"
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La théorie des options Modeéle binomial multi-période

EXPRESSION ANALYTIQUE DES PRIMES

» A laide de l'analyse combinatoire et sous la probabilité risque neutre on peut alors
montrer que

Pq(s’” = Sou'7d7l_'j|80) =Cld(1— g

ou le nombre de chemin suivis par S entre 0 et n incluant j hausses parmi les n

mouvements est |
mn.

ji(n = )t
» Cela nous permet d'obtenir une formule analytique de Cy pour tout n et j

i
CTLi

1 oo - R
COZWZC%(f(lfq) "max (Sou’d" ™" — K, 0)

=0

» Avec le méme raisonnement on obtient la prime du Put Py
1 oo ) ) )
Po=—— E Cld(1 —¢)" /max (K — Souv’d"™,0
0 ST 2 q( q) ( 0 )

» Dans la pratique, le modele CRR nécessite d'étre calibré : on utilise souvent des
modeles en temps continus comme celui de Black et Scholes
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Conclusion

I
ET MAINTENANT..

» Bonnes révisions
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