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Les séries temporelles

Definition 1 (1)

Un processus stochastique temporel noté {X; }.cz ou simplement X; est une séquence de variables aléatoires
ordonnées dans le temps

Definition 2 (2)

Une série temporelle notée {x: }:ct ou x; est un segment des réalisations d’un processus stochastique {X: }:cz
avecZ O T

Definition 3 (3)

Une série temporelle infinie notée {x.}=_ . est un segment infini des réalisations d’'un processus
stochastique {X; }tcz

Note 1 on suppose ici que le temps est discret (t € Z) mais t € R est possible

Note 2 la terminologie séries temporelle dénote autant x; que X;
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Caractéristiques distributionnelles des séries temporelles

Attention a ne pas confondre temps continu v.s. discret et variable continue v.s. discréte
e.g. 1 Soit I'évolution journaliére des cas de contamination au variant Delta
= x; est en temps discret mais la réalisation d'une variable discréte
e.g. 2 Soit I'évolution du nombre neutrinos produits par les éruptions solaires
= X; est en temps continu mais la réalisation d’'une variable discréte
e.g. 3 Soit I'évolution haute fréquence d’'un cours de bourse
= X; est en temps continu mais la réalisation d’'une variable continue
e.g. 4 Soit I'évolution trimestrielle du PIB en France

= X; est en temps discret mais la réalisation d’'une variable continue
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Analyse des séries temporelles

* Les séries temporelles observées révelent de l'information

— Sur le processus sous-jacent générateur des données (DGP)

= Qu'est-ce qu'un DGP en séries temporelles ?

+ L'approche paramétrique consiste a choisir ex-ante un modele

— dont on pourra estimer les parameétres sous certaines hypotheses
= par des tests on jugera de la performance du modeéle choisi

= on pourra également faire des prédictions des valeurs futures

+ L'analyse des séries temporelles dépasse I'économie ou la finance

— physique, hydrologie, climatologie, démographie, etc.
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Modélisation des séries temporelles

Definition 4 (4)

Pour une série observée x;, un modéle est une spécification, au moins partielle, des distributions jointes de la
séquence de variables aléatoires {X: }:cz dont on postule que les x; sont des réalisations

+ Dans le meilleur des cas, le modele probabiliste est complet

— Pour toute la séquence X;, on spécifie toutes les distributions jointes du vecteur aléatoire (X1, Xa, ..., Xn)’
pourn =1,2,...,ouditautrement

PX; <x1,Xp <xo,...,Xn <Xn), —00<X1,...,%n <00, n=12...
+ Dans la pratique, obtenir un modéle complet est extrémement difficile

= le nombre de paramétre a estimer peut dépasser le nombre de données

= Souvent on spécifie seulement les moments 1 et 2

E(X,) et EXepnXe), t=1,2,..., h=01,...

— cette approche implique en générale une perte d'information

— elle peut néanmoins se justifier dans le cadre de la prédiction (cf. S25)
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Modélisation : un exemple simple

+ Le bruit blanc indépendamment et identiquement distribué (i.i.d.)
* X1,Xa,...,sont des variables aléatoires

— dont la moyenne est nulle
— dont les distributions sont identiques

— dont les distributions sont indépendantes

* Plus formellement, pour F(.) une fonction de répartition :

Definition 5 (5)
Une série temporelle X; est un bruit blanci.i.d. siE(X;) = 0, Vt et si
X; satisfait P(Xy < x1,...,X0 < Xp) =PX1 <x1)...PXn < x1) =F(x1)...F(xs)
et P(Xnn < xXa =x1,...,X0 = %) = P(Xp4n < x), Vh > 1 (indépendamment distribué)




Approche globale de la modélisation des séries temporelles

+ Le choix du modéle repose sur les caractéristiques de x;

= Comment identifier ces caractéristiques ?
1 Tracer la série temporelle et examiner son allure
o présence d'une tendance ?
o présence d'une composante saisonniére ?
o présence de changement radicaux dans la dynamique ?
o présence de points aberrants ?
2 Retirer les composantes déterministes (tendance et/ou saisonnalité)
3 Identifier un modele, I'estimer et examiner les résidus pour le valider
4 Prédire la série a 'aide du modéle et évaluer la qualité des prévisions

= Comparer avec des modeéles alternatifs les points 3 et 4
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Stationnarité stricte

+ Se limiter a spécifier les moments 1 et 2 méne a la stationnarité faible

* Mais qu'est-ce que la stationnarité ?

Definition 6 (6)

Un processus stochastique {X; }ccz est strictement stationnaire si

d
.Xn) = (Xl+haX2+hw cee ,X,th)

pourh,n > 1

e.g. Un bruit blanci.i.d. Gaussien est strictement et faiblement stationnaire
Note 1 Les processus strictement stationnaire ne sont pas forcément faiblement stationnaire

Note 2 Le terme stationnarité fait néanmoins référence a la forme faible dans la suite du cours
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Moments inconditionnels

Definition 7 (7)

On peut exprimer les moments inconditionnels centrés et non-centrés de X; comme des espérances de
h(X:), une fonction continue de X;

E(h(X,)) = /'h(xaf(xt)dxt

avec f(X¢) la fonction de densité inconditionnelle de X;

* Pour calculer I'espérance de X; on a h(X;) = X

E(Xt) = Mt

« Pour calculer la variance de X; on a h(X;) = (X; — E(X;))?

V(X) = o
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Fonction d’autocovariance

+ Pour comprendre la forme faible de la stationnarité introduisons la fonction d’autocovariance (ACovF)

Definition 8 (8)
La fonction d’autocovariance de X; est dérivée de la densité jointe de

(Xe, Xe—1, - - - s Xe—n)

et se note yx(t,t + h)

~¥x(t,t + h) = Cov(X¢, Xe—n)
= ]E((X: — pe) Xe—n — Mt—h))

/ / — pue) Ke—n — pe—n)f Xty ..o, Xep)dX: . . .

avec f(Xz, . .., Xe—n) la fonction de densité inconditionnelle de Xz, . . .

* x(t,t + h) décrit la dépendance de X; a son passé jusqu'a 'horizon h

13/243



Stationnarité faible

Definition 9 (9)
X; est faiblement stationnaire si

VteZ, EX)=p< oo

Vt,h € Z, Cov(Xe,Xeqn) = x(t,t+ h) = vx(h) < oo

vVt e Z, V(X;) = o% < oo car Cov(Xe,Xesn) = V(X;) pourh =0

+ Ici on cherche a résumer la stabilité en loi de X; seulement a travers ses 2 premiers moments

= Cette définition est pertinente dans le cas Gaussien mais plus rarement en général

Note Dans le cas Gaussien, stationnarité stricte et faible sont équivalentes
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Ergodicité

+ C'est un concept complexe que nous définierons heuristiquement

Definition 10 (10)

Soit X; un processus strictement stationnaire. Si X; est ergodique on a alors

Z Cov(Xe,Xeij) =0

+ Intuition : I'ergodicité impose que la corrélation entre deux observations tend a s'annuler en
moyenne lorsque la distance temporelle augmente entre elles

Note Le concept d’ergodicité est utile pour invoquer la loi des grands nombres
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Mélange

+ Définissons deux ensembles informationnelles (o-algebres) :
Flo=0(..,X1,X) et F7° = o(Xe, Xeq1, .. .)
ainsi que la dépendance entre 2 événements A et Bcomme
(AN B) — P(A)F(B)|

= la proba jointe de A et B — la proba de A et B considérés indépendants

Definition 11 (11)

On définie comme coefficients de mélange

sup |P(AN B) — P(A)P(B)|

oo BEFS®

et X; comme fortement mélangeant si o.(¢) — O quand ¢ — oo et faiblement mélangeant sinon.

Note 1 Un processus fortement mélangeant est ergodique (pas de réciproque)

Note 2 Les régles de mélanges sont importantes pour I'application des TCL

16/243




Analyse graphique de la stationnarité
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Fonction d’Autocorrélation

Definition 12 (12)

Si X; est faiblement stationnaire, alors sa fonction d'autocovariance existe et on peut construire sa fonction
d‘autocorrélation

+ Ala différence de vx(h), px(h) est bornée sur [—1, 1]
Note La linéarité de I'opérateur de covariances nous assure par ailleurs que
Cov(aX + bY + ¢,Z) = aCov(X,Z) + bCov(Y, Z)
siE(X?) < 0o, E(Y?) < 00, E(Z%) < oo et pour a, b et ¢ des constantes

Note 1 ~x(h) existe pour tous les processus faiblement stationnaires mais pas forcement pour tous les
processus strictement stationnaires

Note 2 px(0) = 1(0)/7x(0) =1
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Autocorrélations partielles

+ px(h) délivre parfois un résultat ambigué
+ Soit une dépendance non-nulle obtenue aux ordres 1 et 2:

px(1) # Oetpx(2) #0

+ Cela refléte-il une dépendance directe entre x; et x;—9 ...
. ou une dépendance indirecte liée a une dépendance a l'ordre 1?
Xe—2 — Xe—1 PUIS Xe—1 — Xt
= Pour lever cette ambiguité il faudra purger x;—1 — x;

* Les autocorrélations partielles permettent cela comme nous le verrons par la suite
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Exemple de processus stationnaire et non-stationnaire

+ Les bruits blancs, notés WN(.), sont des processus stationnaires

Definition 13 (13)

Une série temporelle X; est un bruit blanc si E(X;) = 0, Vt, E(X?) = o et Cov(X;, X;1n) = 1x(h) = 0Vh # 0
Note les processus i.i.d. sont des bruits blancs mais la réciproque ne tient pas

+ Les marches aléatoires sont non-stationnaires (exercice : démontrez cela)

Definition 14 (14)
Une série temporelle X; définie comme une somme de bruits blancs i.i.d. est appelée marche aléatoire

t
St:X1+X2+...+Xt:ZX,v. vVt >0
=il

et satisfait E(S;) = 0, E(S?) = to} et ys(t,t + h) = to}
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Analyse graphique d'une ACF
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Autocorrelation et prédiction

« Supposons que X; soit Gaussien : X; ~ N (ux, 0%)

+ px(h) va décrire la dépendance entre X; et X¢+n

« On peut montrer que la distribution conditionnelle de
Xoth|Xn = Xn

est donnée par
N (4 px(h) (o — ), 03(1 — px(h)?))

= il s'agit donc d'une distribution prédictive car x, est observable mais pas X,
Note cela suggere que u + px(h)(xn — ) est une prédiction de X,+ car
EXn+n|Xn = %) = g + px(h) (xa — 1)

+ Mais que peut-on dire de la précision de cette prédiction ?
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Le critére de I'erreur quadratique moyenne

+ La prédiction la plus précise sera celle qui minimise la variance de I'erreur de prédiction (MSE)
EXnn — m(Xa))®
ou m(Y) est une certaine fonction (un prédicteur) de X,

* Avec X = Xyqn, Y = X, et fyy(.) la densité conditionnelle on a

oo}

B(0-mn)?) = [ (x- m(y) v eip)ix

— o0

= /oo xzfx‘y(x\y)dx— 2m(Y)/Oo xfxjy (x|y)dx

+mWf[%ﬁmew

+ C'est donc cette expression que I'on cherche a minimiser
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Le meilleur prédicteur dans le cas Gaussien

+ Résolvons ce probléme d'optimisation :

Note [ x’fyy(x|y)dx ne compte pas et [~ _ fxy(x[y)dx = 1 donc

arg ryﬁiyr)lE((x - m(Y))2> = argmin ( —2m(Y) /Z iy (xly)dx + m(Y)Q)

_ : o 2
= arg rn?(lyr; ( 2m(Y)E(X]Y) + m(Y) )
* Les conditions de premiére ordre impliquent donc :
VE((X = m(Y))*) = ~2E(X|Y) + 2m(¥) = 0 <= m(¥) = E(X,4/X,)

+ Ce résultat confirme que le meilleur prédicteur au sens de l'erreur quadratique moyenne (le plus
précis) est
E(Xntn|Xn = xa) = pu + px(h) (xn — 1)

Note 1 En remplagant on obtient que I'erreur quadratique moyenne est

EXnsn —m(Xa)* = ox(1 — px(h)?)
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Le meilleur prédicteur linéaire

+ Dans un cadre non-Gaussien, c'est bien plus complexe...
. amoins qu'une hypotheése de linéarité soit faite m(Y) = ¢(Y) =aY + b
= le calcul précédent reste valide et £(Y) = p + px(h)(xn — 1)

Note 1 Le cadre Gaussien impose une structure linéaire qui peut se perdre sous d'autres hypothéses
distributionnelles

Note 2 Imposer un prédicteur linéaire relache 'hnypothése de Normalité mais

. soit on restreint implicitement les choix de distributions possibles

. soit on cherche un prédicteur linéaire dans un cadre non-linéaire (information omise)
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Séries temporelles linéaires

= Se limiter aux séries temporelles linéaires simplifie le cadre d'analyse
* Une série temporelle {X; }:cz est un processus linéaire si
Xt = g( ey Et—1,E€ty Et41,y - - )

ol &, ~ WN(0,02) et £(.) est une fonction linéaire

Definition 15 (15)

Un processus est donc linéaire s'il admet une représentation du type

oo
Xe = E Yj€r—j

j=—o0

avec ¢ € R des coefficients constant (filtre linéaire) et 3 =

— o0

+ Introduisons l'opérateur retard IX; = X;—;

+ Une réécriture plus compacte est alors possible

oU(L) = Y
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Séries temporelles linéaires et convergence

+ La convergence absolue des ); est cruciale pour la convergence de X;

= En effet, on sait que E(|e¢|) < o et donc

B < 3 ol < (3 Wl)o <oo
j=—o0 j=—o0
+ Elle assure également la convergence en moyenne quadratique de X;

= Eneffet, }° _ |1j| < oo implique 3-2° 47 < oo (et l'ergodicité)

« Or,pourS, =>"" _ tie_jet0<m<nona

(J——n
IE((S — S) )_ ( > ) ):a§ > =0
m<|j|<n m<|j|<n
car 33 4 < oo estune condition équivalente a Y-, ., %7 — 0

Note Ces calculs reposent sur l'inégalité de Jensen et l'inégalité triangulaire
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Convergence et stationnarité

Theorem 1 (1)

Soit Y; une série stationnaire d'espérance nulle et d'autocovariance ~yy. Si Z;‘ w 1] < oo, alors

oo

j:
est stationnaire d’espérance nulle et d'autocovariance

wh) = > > dhew(h+k—j)

j=—o0 k=—00

Note SiY; est strictement stationnaire, X; I'est aussi
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Convergence, stationnarité et linéarité

Theorem 2 (2)

Si X, est linéaire, i.e. Y, = &, ~ WN(0, %), on a alors

w(h) =07 > Withn

j=—o00

carEXe) =32 HE(Y:) =0et

E(Xeqn, X:) = Z Z (Yo, Yek)

j=—o0c k=—0c0

avec E(Yeyn—j, Ye—x) = yw(h —j+k) = o sik =j — h et 0 sinon
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Théoréme de Wold

* Le Théoréme 2 est le corollaire du théoreme suivant

Theorem 3 (3)

Si X; est un processus stationnaire en covariance et o2 la variance des erreurs projetée, alors X, admet la
représentation linéaire suivante

X = e + Z Vj€r—j

j=0

ou e = lim Py (X¢) est une composante déterministe (parfaitement prédictible) et possiblement constante

m— oo

(e = 1)

Note 1 La décomposition de Wold est basée sur I'unicité des erreurs d’'un projecteur linéaire P¢(.),
ee =X — Ptfl(xr)

Note 2 Les erreurs sont non-corrélées, E(s;) = 0 et 02 = E(e?) < E(X?) < o0
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Moyenne mobile infinie : MA(o0)

*+ Soit X; un processus linéaire
= Sans restriction particuliere, X; dépend de son passé et son futur

+ Sion suppose que pour toutj < 0, v; = 0, le processus est dit causal

Xt = Z 1[11'&_1
j=0

= On parle de représentation moyenne mobile infinie ou MA(c0)

D'aprés le Théoréme 2 on sait que
oo
2
w(h) =02 Y dihn
j=0
et

V(X) = w(0) = 02 >
j=0

[e<)

* Parle Théoreme 1 onsaitquesi > ;=

|| < oo, X; est stationnaire
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Moyenne mobile d’ordre q : MA(q)

* La représentation MA(oo) est trés générale
+ Supposons un cas particulier ou X; dépend de g innovations passées
Xe=¢er+ O16c—1+ O2gc—a + ... + Oger—q & Xe = O(L)e;
= X; est donc corrélé avec ses q observations passées

« D'apres les formules du processus MA(co) on en déduit

q—h
w(h) =02 661, h<q

j=0

et
q
V(X) = w(0) =02 6
j=0

et surtout

~vx(h) = px(h) =0, h>q
Note 1 Un MA(q < oo) est toujours stationnaire car vx(t,t + h) = yx(h) < oo

Note 2 ¢ = ux = E(X;) # 0 pourrait intégrer le MA(q) sans affecter sa structure
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La convention de Box-Jenkins

+ Box et Jenkins sont des économeétres célebres ayant développé une méthodologie d'analyse
systématique des séries temporelles

Elle est implémentée dans de nombreux logiciels avec une convention de signe négatif pour les
écritures MA

= Si X, suit un MA(q), il s'écrira alors
Xe =¢er— V11 —Vagr0 — ... —ger ¢
ouv; = —b;
+ En théorie c'est équivalent

Note Sivous estimez un MA(1), sous cette convention le logiciel renverra, e.g., Y1 = 0.8 et vous devrez lire
0; = —0.8
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Moyenne mobile d’ordre 1: MA(1)

+ Dans le cas tres spécifique ou X; dépend de 1 innovation passée
Xe =€+ O1ec—
= X; est donc corrélé avec une unique 1 observation passée
« D'apres les formules du MA(q) on en déduit pour I’ACovF
1(0) = V(X) = EXX,) = (1+ 63)o?
(1) = EXeXe—1) = E((er + 1601 (11 + b161_2)) = O102
() =EXeXe—j) =0, j>1
car E(eer—j) = 0, j# Oeto?sinon

» Pour I'ACF on obtient donc

po=1
x(1) 61
1 — —
)=o) T 1@
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Analyse graphique d'un MA(1) : X; = ¢ — 0.4
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Identification des MA(1) : probléme

Alinverse, peut-on déduire de px(1) la forme d'un MA(1) ?

= D'aprés la formule de px(1) les racines de px(1)67 — 61 + px(1) = 0 sont
9(1> o —1—|—\/1—4px(1)2
! 2px(1)

g@ _ 1= V11— 4px(1)?
@

2px(1)

+ On peut montrer qu'elles sont réelles que si —1/2 < px(1) < 1/2

Note 1 Sipx(0) = 1, px(1) = 0.6, px(h > 1) = 0O, px(h) n'est pas la fonction d'autocorrélation d'un MA(1)
Note 2 Si px(0) = 1, px(1) = 0.3, px(h > 1) = 0, px(h) est la fonction d'autocorrélation d'un MA(1)
Note 3 px(1) = 0.3 méne a deux solutions réelles 9§1> =—1/3et 6’52) =-3

= Ces 2 MA(1) ont la méme fonction px(h) et ne sont pas identifiables !
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Inversibilité des MA(1) : intuition

+ px(1) décrit la dépendance entre X; et X;—1 ...

. or le modéle MA(1) se formule comme une dépendance entre X; et e;—1

+ En utilisant 'opérateur retard L on voit pourtant une réécriture possible
Xe=1+6:L)e = (1+6L) X =e

+ Lavalidité de cette écriture va dépendre de l'inversibilité de (1 + 6,L)
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Inversibilité des MA(1) : démonstration

* Repartons de X; = ¢ + O1e1—1
e =X — bher—
=X — 01(Xe—1 — Or6c—2) = X — 01Xc—1 + OFec—s
=X — 01 Xe—1 + Hf(xr—z — b1ec—3)
=X — 01Xe1 + 01Xea — Ofecs = ...

1
= (—Gl)th,j + 911+15t—l—1

j=0
* Pour que &; soit défini, la somme doit converger et donc |0 < 1

= le deuxiéme terme va alors tendre vers 0 quand I — oo et on obtient

1 1
ee=>» X = (Z 9"1Lf)xr
j=0 j=0

+ Mais nous sommes partis de X; = (1 — 1)z ...

... pour arriver a une représentation valide de &; impliquant que

e = (1—0,L)"'X



Inversibilité des MA(1) : application

+ On constate que si la condition d'inversibilité [61| < 1 est vérifiée ...
. alorsX; = (14 61L)ee,

e = (14+6:1)7'X
= e
j=0

etXe = — Zf:ol ¢/ X;_j + e sont des écritures équivalentes
+ Cette forme écrite sur les retards de X; est dite AR(c0)
Note 1 On verra que tout MA(q) inversible admet une forme AR(co)

Note 2 En retenant uniqguement les processus inversibles on résoud le probléme d'identification

=- Nous avions 2 solutions réelles 051) =—1/3et 6§2) = —3 mais seul 051) sera retenu
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Processus auto-régressif d'ordre p : AR(p)

Tout comme l'on a introduit les MA(q) on peut construire des AR(p)

Xt =c+ (f)l)?t—l + ¢2)~(t—2 + ...+ ¢p5(t—p + &t

Mais contrairement au MA, la présence de c a des conséquences car

py =EX) =c+ drug+ ...+ dpug = ¢ = px(1—d1 — ... — ¢p)

= E(X;) # c et travailler avec X; = X; — ju5 est plus simple

En utilisant 'opérateur retard L on peut également écrire
(1=l —...—plP)Xe = er & (L)X = &
Note 1 Pour les MA, la stationnarité des innovations suffisait a assurer celle de X; mais cela ne tient plus
pour les AR(p)
Note 2 La stationnarité de X; va ici reposer sur I'inversibilité de ®(L) car si

X, = (L) ‘e

est valide et que e; ~ WN(0, 62), en vertu du Th. 3, X; est stationnaire
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AR(1) et solution stationnaire

+ L'AR(1) est le processus le plus simple de la classe des AR(p)
Xi=¢Xei 14+ee(1—@l)Xi=c <X =(1—¢L) ‘e
+ Comme pour l'inversibilité des MA, supposons Y; un AR(1) stationnaire basé sur ¢; et
Ve = Y1 + e
et + d1(P1Ye—2 + ecm1) = ec + Pr16e—1 + (ﬁ (ec—2 + P1Yi—3)

e+ e 1+ Pler o+ PV 3 = ...
1

Ye = Z Gyift—j + ¢ll+lthl—1

J=0

+ Comme pour le cas des MA on voit que la suite converge si |¢1] < 1 ...
. et que le second terme tend vers 0 quand I — oo
= X = Z]?jo qb"lst,j est l'unique solution stationnaire de

Xe = 01 Xe—1 + &

41/243




AR(1) causal vs non-causal

+ Le résultat est cohérent avec le Th. 1

= Si|¢1] < Lonsaitque 3 %, |¢/,| < oo et donc X, est stationnaire

« Par ailleurs, si X; est stationnaire, E(X;)? < oo et quand | — oo
I .
B~ dhee )t = ¢3EXi1)? = 0
j=0
+ Mais qu'en est-il du cas |¢1| > 1 puisque Z}fo #,ec_j ne converge pas ?

« Apartir de Xer1 = ¢1X; + &c1 on peut écrire Xe = ¢ 'Xep1 — ¢] et

1 2 2
Xe = —¢1 €41 — P71 Erp2 + @1 Xeyo

1 0o
=Y e+ 6 Wep > Xe = =) ¢7eey si ] > 1

j=1 j=1

= C'est toujours la méme solution stationnaire mais écrite vers le futur
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AR(1) solution non-stationnaire

+ Solutions causale et non-causale sont similaires sur le plan probabiliste
... dans le cadre (restreint) de la stationnarité en covariance!

= Le causal est plus naturel, nous le retiendrons (on exclut |¢1]| > 1)

* Quenest-ilducas [¢p1| =17

1
Xi=ec+ p1(p1Xe—2 +E0-1) = ... = Z gf)}l&—j + ¢ll+lxt,1,1
=0

1
(141 j
=X — @1‘ X 11 = E (‘Jl1 Et—j

j=0

+ S'il existe une solution stationnaire, on devrait avoir 7x(0) < oo mais
1 1 !
V(Z g) =S V(e ) = S0t = (4 1)o?
i=0 =0 =0

V(xt - q»ll“x[f,fl) = 2%(0) — 2¢, " x (14 1) < 29x(0) + 2%x(1 + 1) < 47x(0)

etdonc (I + 1)o? < 4+x(0) ce qui implique yx(0) = co sil — co
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AR(1) et ACF

« D'aprés Th. 2 on peut calculer vx(h) et px(h) pour |¢1| < 1
+ C'est moins direct que pour les MA donc détaillons vx(0),vx(1), ..., (h)
w(0) = V(Xe) = V(¢1Xe—1 + &) = ¢1x(0) + 0% = w(0) = 02 /(1 - 41)

(1) = E(XXe—1) = E(¢1X1 + eXe—1) = $17x(0)
7)((2) (XtX[ 2) (¢1Xt—1xr—2 + ErXt—z) = ¢1'YX(1) = ¢%'YX(O)

(h) = EXeXe—n) = ¢p1x(h — 1) = ¢lx(0), h>1

oo 2 .h

A oz
= a'g E (ﬂ(bﬁ_h = 7“(7512
j=0 1- ¢1

car E(e:X;—p) = 0, Vh

= Pour Yh > 0, FACF d'un AR(1) est px(h) = vx(h)/7x(0) = ¢!

447243




AR(p) et ACF

* Repartons de 'AR(p) : ZJ 1 PiXe—j +eravecg; =0sij>p

+ On suppose X; stationnaire et les autocovariances sont alors

x(0) = E(X:X;) = quj (XXe—j) + E(Xeer) = Z¢NXO )+ o2
j=1 j=1
p
(1) = EXXem1) = ) GEXe—1Xey) + EXe-120) ZqﬁWX(I—l

Jj=1

Yx(h) = E(XeXc—n) Z HEXe—nXe—j) + E(Xi—ner) Z‘ﬁﬂxg —h)

j=1 j=1
* Les ACFs sont alors px(h) = vx(h)/vx(0) = 77, ¢jpx(h —j)

Note On rappelle que vx(h) = vx(—h) car yx(.) est symétrique
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Les équations de Yule-Walker

+ Elles facilitent le passage des ACF vers les ¢y, si 'on connait les

px(h) = pn

+ Pour p retards il faut constuire un systéeme a p équations

p1 1 p1 p2 o pp-1\ [
p2 p1 1 pr o pp—2 | | P2
Pp Pp—1  Pp-2  Pp-3 1 bp

+ Eninversant le systéme on obtient alors

é1 1 p1 P2 Pp-i p1
®2 p1 1 pL o pp2 P2

= . . (M)
®p Pp—=1 Pp—2  Pp—3 " 1 Pp
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Yule-Walker et autocorrélations partielles (PACF)

+ Comme précisé au S97, l'interprétation de p; peut-étre ambigué
+ Sil'on veut connaitre la PACF d'ordre j dans notre AR(p) on considére
Xe =1 iXe—j+ -+ ¢ iXej + &
la corrélation partielle d'ordre j étant ¢;; (dépendance directe entre x; et x;_;)
*+ Grace a Yule-Walker si on résout le systéme a l'ordre j on retrouve ¢;;

= Pourj=1ona
¢11=(1)"";m

= Pourj=2ona

=05 ()
?2,2 p1 1 P2

ou ¢,9 # py donne la corrélation partielle d'ordre 2
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PACF pour un AR(2) : exercice

+ Soit un AR(2) gu’on suppose stationnaire

Xe = ¢1Xeo1 + ¢oXe2 + e & (1 — 1L — poL*)Xe = &
* Calculez 'ACF a l'ordre h > 2
+ Calculezla PACFalordrej=1,2et3

Note Aidez-vous de la structure de 'ACovF de 'AR(2)

(0) = E(X:X:) = E($1XXe—1 + ¢2X:Xems + Xeer) = ¢17x(1) + o (2) + o2
(1) = E(XeXe—1) = E($1X7_; + p2Xe—1Xe—2 + Xe—18¢) = ¢17x(0) + ¢hayx(1)
(2) = E(XeXe—2) = E($1Xe—2Xe—1 + ¢2X]_ 5 + Xe—zee) = ¢1x(1) + ¢27x(0)
Yx(h) = EXXe—n) = E(1Xe—nXe—1 + o2Xe—nXe—2 + Xe—nee)

= ¢1x(h — 1) + doyx(h — 2)
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PACF pour un AR(2) : solution

+ Soit un AR(2) gu’on suppose stationnaire
Xe = 01Xe—1 + P2 Xe—9 + &
+ Calculez'ACF al'ordreh > 2
po=1
p1=¢1+ Pap1 = p1 = ¢1/(1 — ¢2)
P2 = P1p1 + dapo = pa = o + ¢1/(1 — ¢2)
pn = P1pn—1+ P2ph—2, h>2

+ Calculez la PACFalordrej=1,2et3

¢1,1 = p1
P2,2 = Pa car (p1,1Xe—1 + ¢P2,9Xe—2) & (D1Xe—1 + P2 Xe—2)
¢33 =0car3 >p=2

= Pour un AR(p) on voit un passage brutal a 0 des PACFs

Note Pour les MA(q) ce ne sera pas le cas comme nous allons le voir
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PACF pour un MA(1) : exemple

+ Soit le MA(1) du S38 que 'on suppose inversible : X; = ¢ + 61e¢c—1
* Pour la PACF a l'ordre j on considére un AR(j) :
j :
X; = Z(ﬂuxrfi + &t
i=1
et les équations de Yule-Walker

-1

d)u 1 P1 0 e 0 P1
P2, pp 1 pr - O 0
P3| [0 p1 1 0 0
b4 0 0 0 1 0

* Enrésolvantpourj = 1,2, ... on obtient
b11=p1, d22=—01/(1+07+67), ds3=067/(1+06%+07+067)
—(—0:1) /(1462 +...+67)

Note Sif < Otousles ¢; < 0etsif > 0lesigne de ¢;; alternera selon que j est pair ou impair

et pour toutjon a ¢;; =
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PACF pour un MA(2) : exercice

+ Soit un MA(2) que l'on suppose inversible : X; = ; + 61ec—1 + Oaec—2
+ Calculez 'ACF a l'ordre h > 2
+ Calculezla PACFalordrej = 1let2

Note Aidez-vous de la structure de 'ACovF du MA(2)

1 (0) = E(XXe) = (1+ 67 + 63)07

(1) = EXeXe—1) = E((ec + 01601 + Oaer—2) (-1 + 01609 + O2er3))
= (01 + 6105)5>

W (2) = EXeXi—2) = E((er + O160—1 + Oaer—2) (12 + 01603 + O2er1))
= 020’2

x(h) = EXXe_j) =0, Yh> 2
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PACF pour un MA(2) : solution

+ Soit un MA(2) que l'on suppose inversible : X; = ; + 61ec—1 + Oaec—2
+ Pour 'ACFalordreh > 2onapx(0) =1, px(h) =0, Yh> 2et

(1) = 01 + 610,
P 1+ 6% 1 62
02
)= —————
=1
+ Pour la PACF al'ordrej = 1 et 2 on utilise Yule-Walker
o1, 1 p1r p2 O o\ ! P1
P2, pr 1 prop2 0 02
$s3, p2pr 1 m 0 0
Gaj | =0 p2 p1 1 0 0
;. 0 0 0 0 - 1 0

* Enrésolvantj = 1,2,...on obtient ¢1,1 = p1, ¢a,2 = 02/ (1 + 02 + 03 + 65)
b33 =—203/(1+ 6% + (02 — 1)02) (6% + (2 + 1)%)

et pour toutj > 3 on a des expressions de plus en plus complexes
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Conditions de stationnarité : intuition

Repartons d'un AR(1) avec sr ~ WN(0,0?) : (1 — ¢1L)X; = &

Th.1 et Th.3: X; sera stationnaire causal s'il peut s'exprimer comme

X = Z Yige—j
j=0

ce qui implique l'inversibilité de ®(L) = (1 — ¢1L)

®(L) est un polyndme de degré 1 dont l'inverse est un polyndme infini
(1—il)” ZW’ o)~

comme obtenu au S41 (se voit aussi avec une division euclidienne)

= ®(L) ! converge si|¢p1| < 1

Une condition en découle sur la racine de 9(z) :
1—¢1z:0®z:¢>71

= Si|p1| <1,z > 1
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Conditions de stationnarité : AR(p)

+ Considérons le cadre plus général d'un AR(p) : ®(L)X; = &;

14
BIL)=1- gl —...— P =1 > T

=1

L'utilisation des conditions sur les racines va devenir cruciale ...

. car les conditions sur les coefficients sont indéterminables

= Par le Th. fondamental de I'algébre on sait que
p ) p
1-> ¢7 =0 ][1-N2)=0, zeC
=1 =1
et on voit alors que les pracinessontz = 1/);,j = 1,2,...,p
= Une écriture alternative de X; est donc

(1-2z7'L)(1—2,'L)...(1—z, ' L)X = &

ou |z| > 14 |\j| < lassure que 3(1 —z 'L)~ ' etdonc 3®(L) "
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Conditions de stationnarité : AR(2)

+ Pour p > 1, les racines peuvent étre complexes z € C
+ Etudions le cas d'un AR(2), (1 — ¢1L — ¢2L*)X; = &, de polynome

(=2 ) =0 At = DEVAT AN oy 6120l + 40

2¢9
Note 1 On voit que selon le signe de ¢7 + 4¢, z =X ' € Rouz=\"'eC
Note 2 On peut montrer également que ¢1 = A1 + Ag et o = — A1\

Note 3 On peut alors trouver les conditions sur les coefficients pour que |z| > 1

] Stationary triangle
24 ¢zl G1+rdy=1
i N
£ Complex
$2== 1/
T T T

2¢9
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Stationnarité et AR(2) : exemple

* Soitun AR(2): (1 — 0.7L 4 0.1L*)X; = &,
+ La factorisation du polynéme s'obtient a I'aide de A\; = 0.5 et A = 0.2
(1-0.72+0.12°) & (1 — \iz)(1 — X2z) = (1 — 0.52)(1 — 0.22)
+ Onvoit alors que pour |z| = 2 et |z| =5
(1—=Xz)(1—Xz)=0
et X; est donc stationnaire puisque |z| > 1
+ Un maniére alternative de définir la condition de stationnarité est
Ay, j=1,2,...,p=>P(2)=(1—¢1z—... —p2") 0 V|z| < 1
Note 1 Cette définition impose une forme causale (|z| < 1vs |z| = 1)

Note 2 Comme on peut avoir z € C, on dit que les racines sont en dehors du cercle unitaire défini par

cis() = e = cos ) + isin ¥
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Conditions d'inversibilité : intuition

+ Repartons d'un MA(1) et de la démonstration du S38
Xe =&+ Orem1 = (1 + 9114)&

+ On avu que I'écriture AR(co) venait de I'inversion de (1 + 61L)
> . :
(1+60)~ =) ol =e@)™
j=0

obtenu par récursion (ou simple division euclidienne) et
+ O(L)* converge si |01| < 1 et une condition sur la racine en découle
1-01z=0sz2=0;"

= Si |91‘ <1,

z| > lete = (1+6:1L) "X = 32 6/ X. ou

oo
Xt = — Z ellxt—j + Et
j=1

sont des écritures équivalentes valides
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Conditions d'inversibilité : MA(q)

+ Considérons le cadre plus général d'un MA(q) : X; = ©(L)e;

q
OL)=1+60L' +... +0,L"=1+) 6

=1

L'utilisation des conditions sur les racines va devenir cruciale ...

. car les conditions sur les coefficients sont indéterminables

= Par le Th. fondamental de I'algébre on sait que
q ) q
14> 07 =0 [](1-Nz) =0, zeC
=1 =1

et on voit alors que les g racinessontz = 1/);,j = 1,2,...,p
= Une écriture alternative de ©(L) est donc

(1-2'L)(1 -2, 'L)... (1 -z, 'L)

ou |z| > 14 |\j| < lassureque 3(1 —z 'L)~'etdonc IO(L)~"
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Conditions d'inversibilité : MA(2)

+ Soit un MA(2), dont on souhaite étudier les conditions d'inversibilité
X =¢er+ 01614 0ser 9= (14+0:L+60,L%) = (1 —z7'L)(1 — 2z, 'L)

+ On sait que

—t 03 — 46 —6; — /6?2 — 46
(1+912+6222):0¢>\1’171+—m, )\;171—\/ﬁ

o 292 2'92

+ On peut alors déterminer pour quelles z
(1—=Xz)(1—Xz)=0
et ce MA(2) est inversible ou non selon que |z| > 1ou |z| < 1
+ Un maniére alternative de définir la condition d'inversibilité est

30, j=1,2,...,q=0(z)=(14+61z+...+0,2") #0 V|z| < 1

Note Comme on peut avoir z € C, on dit que les racines sont en dehors du cercle unitaire défini par

cis() = e = cos ) + isin ¥
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Processus auto-régressif moyenne mobile d'ordre 1: ARMA(1, 1)

+ En combinant AR(1) et MA(1) on obtient un ARMA(1, 1)
X — p1Xi 1 =&+ bier 1 & (L)X, = O(L)e:

« D'aprés les Th.1 et 3, X; sera stationnaire si

est une écriture valide

+ D'aprés S41, (L)~ ! admet un développement en séries infinie
> . .
(I’(L)_l = ZQSJILJ
j=0
qui converge si 1| < 1 et qui implique I'écriture MA(oo) suivante

X =¢e+ (d)l + 91) Z ¢l‘1716f*j = \I/(L)sf

j=1

et démontre l'existance d’'une solution stationnaire causale (unique)
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ARMA(p, q)

+ En combinant AR(p) et MA(q) on obtient un ARMA(p, q)

p q
X =Y ¢Xej=cc+ D O < (L)X = O(L)e

j=1 j=1
+ D'aprés les Th.1 et 3, X; sera stationnaire si on peut écrire

X = ®(L)'O(L)er = U(L)e;

D'aprés 554, ®(L) ! admet une factorisation en p polynéme et
(z) =D N =A2)
j=0

avec 3 7 |Aj| < oo siles |z| ne sont pas sur le cercle unitaire (développement en séries de
Laurent au voisinage du cercle unitaire)

« On peut alors définir A(L) comme un filtre linéaire et écrire

Xe = ®(L) 'O(L)er = A(L)O(L)er = ¥ (L)e,

ce qui démontre I'existance d’une solution stationnaire causale (unique)
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Stationnarité des ARMA(p, q)

Definition 16 (16)

X; est un ARMA(p, q) et admet une unique solution stationnaire causale si

4 q
X; = Z ¢jxt—j + &+ Z 9]&—1
j=1 Jj=1

ol ec ~ WN(0, o2) et s'il existe ¢y, j = 1,2, ..., p tel que
D(z)=1—¢1z—...— ¢z’ #0, V|z| <1
et si les polyndmes ®(z) = 1 — 1z — ... — ¢p2P et
Oz)=1+61z+ ...+ 07"

n‘ont pas de racines communes (condition d'identification)

62/243



Inversibilité des ARMA(p, q)

Definition 17 (17)

p q
X = Z ¢jxr7j + et + Z 9j5t71
j=1 j=1
est un ARMA(p, q) inversible s'il existe 0;, j = 1,2, ..., p tel que
OzZ)=1+61z+...+0,2" £0, V|z| <1

de sorte que X; admet la représentation

o
Et = E ﬁth_j
j=0

et si les polynémes ®(z) = 1 — ¢1z — ... — ¢p2z° et

Oz)=1+61z+ ...+ 0,7

n‘ont pas de racines communes (condition d'identification)
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Variance des ARMA(p, q) stationnaires inversibles

» D'apres le Th. 2 on sait que pour Xe = W(L)ee = > -5 Yjec—
w(h) = BEXernXe) = 02> tytbjom

j=0
+ Considérons le cas d'un ARMA(L, 1) : X; — ¢1Xe—1 = & + O16c—1

oo
2 2
oz U
j=0

= V(st + (¢1 + 61) i ¢’fl€r—j)

x(0)

j=1
o+ ol(pr+0:1)° Y oY

Il
q
o
—_
_|_

carz¢21*1/ (1—¢?)sij — oo
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ACovF des ARMA(p, q) stationnaires inversibles

* Toujours dans le cas d'un ARMA(1, 1) : X; — ¢p1Xe—1 = ¢ + bhee—1
72
_aa(el+¢1+ ¢1+61) ¢1Z¢ )

j=0

0
(o4 2 00)
w(h) =¢1 (1), h>1
|l en découle les autocorrélations
po=1
(01 + ¢1)(1 + 0191)
1+ 260101 + 9%

ph = 1pn1 = ¢ ';

pr=
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Comportement des ACF et PACF des ARMA(p, q)

+ Si X suit un MA(q) inversible
— ACF(h) =0sih > q
— PACF(h) # 0 mais PACF(h) — 0 quand h — oo

* Si X; suit un AR(p) stationnaire

— ACF(h) # 0 mais ACF(h) — 0 quand h — oo
— PACF(h) = 0sih > p

* Si X; suit un ARMA(p, q) stationnaire et inversible

— ACF(h) # 0 mais ACF(h) — 0 quand h — oo
— PACF(h) # 0 mais PACF(h) — 0 quand h — oo
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Analyse des ACFs

 L'ACF d'un ARMA(p, q) peut prendre des formes trés diverses

« Considérons le cas simple d'un AR(2) : (1 — z; 'L)(1 — z, 'L)X; =

+ Onsuppose |z1| > 1, |z2| > 1etlelien avec ¢ et ¢2 est donné S55
pr=12,"+2z; etdy=—z] 'z,

+ Un calcul compliqué (non demandé) permet d'obtenir 'ACovF

2,22

1) = o T = (F-v'a"-@-n'4")

+ Size C,z; =re”, 2z, = re ™ et on peut alors raffiner le calcul

rirh sin(hd + )
(r2 — 1)(r* — 2r2 cos(20) + 1) sin @

y(h) = o?

+ Nous verrons au C2 comment I'analyse graphique peut aiguiller le choix de modélisation
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Analyse graphique des ACFs

ACF
04

ACF

1.0

038

06

02

00

0.0

21=10/9

=2

ACF

06

04

02

10 15 20
Lag

ACF

05

2= 2(1+i\3)/3
2= 2(1- i\3)/3

10 15 20
Lag

-05

20
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Prédictions linéaires

+ Soit X; un processus stationnaire causal avec ux = 0 et yx(h) connue
« Comme au S25, on cherche un prédicteur linéaire P,(Xy+n) de
Xoth|Xny ..., X1, h>0
= Pn(Xu4n) serade laforme Py(Xptn) = a1Xn + ... + anXa

+ On cherche doncles a, . . ., a, qui minimisent
(TcZ = E((Xn+h — P, (XnJrh))z)v ole = Xnn — Pn (XnJrh)
i.e., les ao, ..., a, qui minimise I'erreur quadratique moyenne (MSE)
« Lasolution est donnée par E(Xp+n — Y 1 ; @iXny1-i) = 00U

n
E((XnJrh — Z Otfanr],i)XnJr],j) = 07 J = 1./ ...,n (2)
i=1

de maniére équivalente car un bon prédicteur ne laisse pas d'information inutilisée

E(e x Variables utilisées pour prédire ) = 0
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Prédictions linéaires et autocovariance

+ On peut réécrire Pn(Xnyn) = >, @iXnp1-; vectoriellement
Py(Xnin) = cnXn, on = (01,...,0m)
avec Xy = (X, ..., X1)
+ Une réécrire vectorielle de I'Eq. (2) est aussi possible via
Chan = Yu(h), An(h) = (w(h),w(h+1),...,%(h+n—1))
ety = [w(i —j)]ij=1 avecintérét que

ol = ]E((Xn+h - Pn(xn+h))2>

=w(0) =2 ~am(h+i—1)+> > amli—joy

i=1 j=1
= 1x(0) — aym(h)
et donc la variance de l'erreur de prédiction est simple a obtenir

Note Siux # 0, on peut le retirer du modeéle puis I'ajouter a P, (.) car la structure linéaire reste inchangée
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Prédictions d'un AR(1) et Yule-Walker : exemple

© Soit Xy = p1Xe—1 + ¢, avec 1| < letXy,...,Xn
+ On souhaite prédire en X1 et I'on sait a présent que
Pu(Xnt1) = anXn

* Une application direct de I'yan = ~n(h) nous donne

1 ) o7 o ¢ [ ¢1
b 1 & '{—2 Qs %
A S A CY R

d'apres YW (S44) et sachant que v(0) étant des deux cotés il disparait

+ On voit alors que ai, = (1,0, ...,0)" est une solution évidente

= le meilleur prédicteur linéaire est Py(Xnt1) = ¢1Xn
= o7 =7(0) — apm(1) = 7(0)(1 — cnpn(1)) = 02(1 — ¢1) ' (1 — ¢1) = o2
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Prédictions d'un AR(p)

+ Soit un AR(p) stationnaire
Xe = 01 Xeo1+ PaXea + ...+ OpXep +&r
+ Vous devez pouvoir montrer via I'Eq.(2) que
Po(Xng1) = 01 Xn + ...+ OpXnt1-p
est le meilleur prédicteur linéaire de Xn41

+ Pour cela il suffit de remplacer X,,+n par son expression dans
n
EXnin — > 0iXn1-4)
i=1
et de déterminer la séquence o, solution de
n
E(Xnt+n — Zaixn+lfi) =0
i=1

Astuce On peut passer par I'nai, = ~n(h) puisqu’en multipliant par X;—; de chaque coté et en prenant
I'espérance on obtient I'y¢p, = ,(h) et donc

o = ¢y
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Prédictions de variables aléatoires quelconques

* Les propriétés de 'opérateur P,(.|.) sont préservées pour
YetW=(W,,...,Wi)
des variables aléatoires quelconques

= P,(Y|W) est toute solution de
oo =«

avecy = Cov(Y,W) etI' = Cov(W, W)
+ Ces formules sont donc générales et s'appliquent

— aux valeurs manquantes
— aux modéles ARMA

— atout autre modele linéaire
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Estimation d'une valeur manquante : exemple

+ Soit Xy = p1Xe—1 + ¢, avec 1| < LetXy,...,Xn
+ On suppose que X = Y est une valeur manquante a “prédire”

» La structure AR(1) nous indique que W = (W1, W3) et donc

T = Cov(W,, W) = <¢1§ df)

car la dépendance entre X; et X3 n'est pas directe alors que

v = (¢1,01)

car la dépendance entre X; et Xy puis X3 et Xp, est directe

a=(1+¢")" (ii)

et le meilleur prédicteur linéaire de X, est donc

= Lasolution de ' = ~ est alors

Pa(Xo|W) = &/'W = §(1+ ¢*) (X + Xa)
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Prédictions par récursion : Durbin-Levinson

* En théorie, Yh, ['van = ~a(h) permet d'obtenir P (Xn+n)
+ En pratique, c’'est numériquement lourd pour n grand eth > 1...
= Lier P,(Xn+1) @ Por1(Xn+2), - - -, Poon—1(Xa4n) serait donc utile
* Pour h = 1onsait que I'y 'y, = ¢, donne
Pi(Xnt1) = PnXn = dn1Xn + ... + PnnXa
avecyn = ((1),...,7(n)) et o?, = 7(0) — Ppvm
Solution L'algoritheoreme de Durbin-Levinson (ADL) se base sur

Pnn = <'7(n) - nz_:l¢n—ld7(n —j))ge_,r?—l
j=1

On,1 Pn—1,1 Pn,1
¢n,2 ¢n—1,2 ¢n—1,n—1
. = . - ¢n,n .
(brl,nfl (anfl,nfl (brlfl,l

et Uez,,n = Uz,nfl X (1 - ¢%,n)r ou ¢1,1 = 7(1)/7(0) et 03,0 = 7(0)
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Prédictions par récursion : les erreurs de prédiction in-sample
(innovations)

+ Une alternative intéressante a Durbin-Levinson se base sur e, = X, — Pp—1(Xn) = Xy — X,

* Sous forme matricielle, les innovations €, = (€1, ..., €)" sécrivent
1 0 0 0
—a1 1 0 0
e =AXn, An=| ~2 TN ! 0
0
—Qp—-1 —OQp—2 —On-3 1

et donc X, := (X1, P1(X2), ..., Po_1(Xa)) peutsécrire X, = X, — € = Ay '€ — €1 = ©n(Xn — Xo)
avec ®, = (A, ' —I,), ol I, est une matrice identité et

0 0 0
01,1 0 0
o, = 07,9 021 0

o o o o o

onfl,nfl enfl,n72 anl,nfli
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Prédictions par récursion : I'algoritheoreme des innovations

Solution L'algoritheoreme des innovations (Al)

* Les coefficients O 1, . . . , Op,n SObtiennent aussi récursivement
k—1
en,n—k = <H(n + 11 k+ 1) - Zek,k—jen,nfjl/j>ykil
j=0
avec E(XiXj) = (i), vo = k(1, 1), et
k—1
vm=kr(n+1,n+1)— Z@ﬁ,n_ﬂ/j

j=0

=> 0N commence par v puis on résout pour 611, v1, puis Oag, 021, 19, etc.

Note 1 ADL repose sur la représentation )A('n+1 = Zj":l OniXnt1—j

Note 2 Al repose sur Xpy1 = > i1 O (Xng1— —Xnt1)
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Prédictions par récursion a I'horizon h

« L'approche récursive permet d'itérer au-dela de h = 1: Ppyn—1(Xntn)
+ On utilise le fait que I'erreur de prévision enn, h > 1, est imprévisible
Pn(Xngn — Popn—1(Xngn)) =0
= Pp(Xntn) = Pn(Pntn—1(Xn+n))

~

= Pn(Xn4n)
n+h—1
= Pn( D -1y Kuny —Xn+h—j)>
j=1

car P,(.) est un opérateur linéaire, et on obtient finalement
n+h—1

Pn(xn+h) = Z 9n+h—lj(xn+h—j - An+h—j)

Jj=h
carsij < h, enrn—j = erreurs de prévisions futures
Note Pourj > h, ;41— = erreurs de prévisions observables et

n+h—1
vn = E(Xpn — Pn+h71(xn+h))2 =k(n+hn+h)— Z 9121+h—1JVn+h7j71
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Prédictions par récursion des ARMA(p, q)

Soit un ®(L)X; = ©(L)e, un ARMA(p, q) stationnaire inversible

Ansley (1979) a démontré une écriture générale pour)A(,.H

< { St Ong Kagr—j — Xng1—) I<n<m
Xpp1 =

Z;Zl ¢jxn+1—j + ngzl en‘j(xn-f—l—j —Xn+1—j) n Z m

avecm = max(p,q) etb,; — O pourj=1,...,qsin — o

L'approche d’Ansley (1979) repose sur des ACovF de

W, = o '®(L)X; sit > met W, = 5. 'X; sinon

Concernant la MSE, on peut montrer que

our, — lsin — oo

g,

2 = EXnt1 — Xnp1)? = 02E(Wni1 — Wapr)® = o?ra
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Prédictions d'un AR(p) et d'un MA(q)

= Pour un AR(p), sin > p, dapres Eq.(3), on a directement que
R p
Xny1 = Z GiXnt1-j

= Pour un MA(q) = ARMA(1, q) avec ¢1 = 0, sin > 1, d'aprés Eq.(3), on a directement que

min(n,q)

n+1 E QHJ n+1—j — r|+l j)

ou les coefficients ,; — 0 pourj=1,...,qsin — oo
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Prédictions d'un ARMA(1, 1)

« Appliquons I'approche d’Ansley (1979) a un ARMA(1, 1)
Xe — 1 Xe—1 = e + e
* Si|p1| < let|fi] < letn> 1, daprésEq.(3)ona
)A(n+1 = $1Xn + On,1(Xn *)A(n)
+ Pour g = 1, le calcul de 0,1 est possible via le S64 qui donne

(¢1 4 61)?

w(0) = o? (1 + 1

et en découle le calcule des

) =02(1—¢1) " (1420161 + 67)

(1—¢) ' (1+20141+67) i=j=1

) 1+ i=j>2
rw(Bi) =14 g, i—jl=1,i>1
0 sinon

« Onobtientro = (1 — ¢3) 1 (1 + 201¢1 + 03),rn = 1+ 0 —r, ' 07 et

-1
On1 = rn7191

par application de I'Al ou r, remplace vy
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Prédictions par récursion a I'horizon h d'un ARMA(p, q)

+ L'approche d'Ansley (1979) permet une écriture simple pour Py (Xnn)

n+h—1

Xn+h Z ¢1Pn Xn+h 1 Z 9n+h—1j(xn+h—j _Xn-s-h—j)
Jj=h

sith>m-—n

+ Sin > m = max(p, q), comme souvent, alors Yh > 1

+h Z(f)IPn n—+h—i +Zen+h lg n+h} Xn+h7j)
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Prédictions dans un cas asymptotique : n — o

+ Dans les équations d’Ansley (1979), n — oo simplifie les choses car
Xogn = Z GiXntn—j + Z 0 (Xntn—j — Xntn—j)
j=1 j=h

e.g. 1 Pourun MA(2), X; = & + 616c—1 + O26¢—2, on a directement que

n+1 Z 9 (XH+I—J - Tl+1—J) — 915n + 925n 1
j=1

§n+2 = e
)A(,,Jrh =0, pourh >3
e.g. 2 Pour un ARMA(1,2), X; = ¢1Xe—1 + & + O16c—1 + O26c—9, 0n a
Xnt1 = ¢p1Xn + O16n + Ogen_1
Xn+2 - (z)an +1 + 925n
)A(n+h = ¢1)A(n+h—1, pourh > 3
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Prédictions et Inférence

+ Soit un ARMA(p, q) stationnaire causal

dont les prévisions a I'ordre h > 0 sont Xj,h
+ On sait que les erreurs de prévisions
€= Xn+h - Xn+h

sont d'espérance nulle et de variance
2
Oe = ’7(0) - a;lﬂ/" (h)

= Sous une hypothése de loi, on peut construire I'intervalle de confiance

Xnpn £ P1_q/20e
pour un seuil de risque

* Sie; est supposé Gaussien, X,n sera aussi Gaussien,

~

Xotn — Xn
Snth 7 Snth 44 Af(0, 1)

Oe

et ®;_, 5 représentera le fractile d'ordre 1 — /2 de la loi A/(0, 1)
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Chapter 2

Estimation et Sélection de Modéles




Estimation des modéles linéaires

Objectif Identifier un modéle linéaire approprié pour une série {X;}7_;
+ Cela implique de résoudre plusieurs problémes itérativement

— estimer uy (afin de travailler avec Xy = X; — nx)
— estimer les coefficients du modeéle (dans la classe des ARMA(p, q))

— sélectionner l'ordre des retards optimaux p et q

2

— estimer la variance du bruit blanc £

« Dans un second temps, le modéle sélectionné devra étre

— soumis a des tests de diagnostic (e.g. sphéricité des erreurs)

— étre utilisé pour de la prédiction
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Estimation de ux

+ L'estimateur de la moyenne px d'un processus stationnaire X; est

n
|
=n E XJ
j=1

+ X,, la moyenne empirique, est un estimateur non-biaisé car
E(X:) =n"'(EX; + ...+ EX;) = px
+ La MSE de X, est donnée par

n

EXn — )’ = V&) =n"2> > Cov(Xi, X)) =n> > (n— i —j)w(i —j)

i=1 j=1 i—j=—n

—n! Z (1 - n71|h\)7x(h)

h=-—n

* SiX; ~ ARMA(p, q), vx(h) est absolument sommable et

lim V(X,) = n! Z [vx(h

n—oo

h=—o00
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Inférence autour de pix

*+ Sous certaines conditions on peut montrer que
n2(X% = ) ~ N (0,3 (1 =0 |hl)A(h)
|h|<n
e.g. SiX: est Gaussien ou linéaire ce résultat est valide

+ Une approximation de l'intervalle de confiance (IC) a 95% est alors

1/2 1/2

v . v
nl/2 X+ 1'96n1/2)

(Xo — 1.96
ouv =732 _ ~x(h), généralementinconnu, devra étre estimé aussi

+ Considérons un exemple : soit un AR(1) avec |¢1| < 1,

Xe — px = p1(Xe—1 — px) + &6, x(h) = ‘lhlffg(l - ¢§)71

etdoncy = (142377 ¢")oZ(1—¢3) ' = 02(1— ¢1) 2
+ On peut alors construire I''C a 95% pour ux :

Xn & 1.960n 21— ¢y) 7}
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Estimateurs de x(.) et px(.)

* Les estimateurs de 'ACovF et 'ACF sont données par
n—|h|
~ —1 v
) =n"1 > Ky — Xn)

t=1

et p(h) = 4(h)/4(0)

+ Ces estimateurs sont biaisés mais si on replace n™ "~ par
(n—h)~"!
ils sont presque pas biaisés pour n grand

+ On peut montrer que pour p = (p(1),..., p(k))" les ACF empiriques sont approximativement
Normales
PN (p,n W)
avec W une matrice de covariance dont les coefficients sont donnés par la formule de Bartlett

oo

wy = (p(k+1i) + p(k — i) = 2p(i)p(k))

k=1

% (plic+]) + plk =) = 20()p(0))
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Inférence autour de x(.) et px(.)

* Prenons I'exemple d'un AR(1) et comparons-le avec 'ACF empirique
X: = p1Xe—1 + &
avec |¢1] < 1| de sorte que nous savons que px(h) = d)‘lh' et donc

wi = o1 (¢ — 1)’ + Y ¢ (1 — 1)

k=1 k=i+1
= (1= e) L+ 1)1 - ¢1) " — 20"

+ Considérons le niveau annuel en “pieds” du Lac Huron (1875-1972)

+ Supposons que l'estimation du modéle AR(1) donne

X —Xx=0.791(x—1 — X) + &
+ On peut alors calculer p(h) et le comparer avec
px(h) = 61"
les intervals de confiance a 95% étant donnés par

p(h) £1.96n"*w/? i=1,... h
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Analyse graphique de px(.) et p(h)

1.0
T

Données centrées du Lac Huron

ACF empirique
rrrrrrrrr Intervalles de confiance & 95%
nl . + ACF théorique de 'AR(1)

0.5

ACF

I
|

44
T T

-05
o
o
=z ]
—]
=
KPE
0

-15

05

-25
T

L L L L L L L L L L
1880 1890 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970

o
5

20 30 40
Retards

+ Lallure des données :

= stationnarité et faible de dépendance donc I'AR(1) est un bon candidat
+ Analyse de I'ACF empirique et ses intervalles de confiance :

= I'ACF théorique touche les intervalles aux retards 2 a 4

= cela suggere une certaine incompatibilité entre les données et le modéle
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Analyse graphique de px(.) et p(h)

+ Dans 'hypothése ol1 X; serait une séquence i.i.d. (0, 0% < 00)

~a.a.d

p—

N(p,n™"), p=0

ce qui implique que 95% des fois, p devrait tomber dans l'intervalle

ce quiici revienta £0.1990 carn = 97

ACF

<

0.5

0.0

-05

+1.96n" /2

ACF empirique
Intervalles de confiance & 95%(si X est supposé i.i.d.)
ACE théorique de I'AR(1)

I
10

20 30 40
Retards
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Les estimateurs de Yule-Walker d’'un AR

* Soit un processus AR(p) stationnaire : X; = > | ¢Xe—j + &
* Onavuau Ch. 1 qu'en multipliant par X;—;j, de chaque c6té ...
. eten prenant I'espérance, on obtenait les équations de Yule-Walker
= Exprimées en terme d’ACovF sous forme matricielle on a
Toop =W
avec Ty = [y(i —j)]ij=r ety = (v(1), .., ()

+ Dans la pratique on voudra remplacer ~(j) par 7(j) et construire

by = ﬁpjlﬁp
I'estimateur de Yule-Walker des p coefficients AR ainsi que
5t =7(0)(1 - BR, 'py)
oupp = (p(1),.--,p(p))" = v/7(0)
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Inférence et équations de Yule-Walker

+ On peut montrer que pour n — oo sous certaines conditions

a.a.d

by SN (p,n 10T, )

« Enremplacant o2 par 52, on peut écrire que l'intervalle
G+ Pr_ojon /5.
contient ¢ avec une probabilité de (1 — «) avec
D1y

le quantile a (1 — «) d'une distribution normale centrée réduite
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Les estimateurs de Yule-Walker en présence de composantes MA

+ La limite de Yule-Walker se rencontre pour les ARMA(p, g > 0)

p q
X = Z ¢7jxr7j +eéer+ Z 9j5t7j
j=1 j=1

+ En effet, les équations a solutionner pour p > 0 et q > 0 sont
q
A(h) = ¢1(h—1) ... = &3 (h —p) =02 > Oty
j=h
oules ¥, = ©(z)®(z) ' sont les coefficients de la forme MA(c0)
+ On voit que malgré son écriture simple, ce probleme est non-linéaire
= On ne peut garantir l'existence et I'unicité de la solution

Note Pour un processus MA pur, il est possible d'utiliser Yule-Walker
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Les estimateurs de Yule-Walker d'un pure MA

+ Soitun MA(1) avec 01| < 1:X; = & + b16c1
- On sait que (cf. Ch1) §(0) = 52(1 + 62) et
_ 61
o) = —
) 1+62

- Onavu qu'on peut en déduire 61 € R si |p(1)] < 1/2 (6 € C sinon)

6(1) = (25(1) 7" (1 - (1 - 45°(1))"/)

et .
2 = (1+61)7(0)

Note Si|p(1)| = 0.5 on trouve |§1| = 1 etle processus n'est pas inversible
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PACF : estimation et inférence

+ Comme énoncé au C1, Yule-Walker nous permet d'obtenir les PACFs
+ Les PACFs empiriques peuvent également s'obtenir via la régression
Xe = GriXe—j + -+ dyxeg + e
avec I'estimateur OLS (ou MLE Gaussien) N
b

donnant la corrélation partielle d'ordre j

+ La théorie limite de ces estimateurs nous révele que pourj > p
diy =N (0,07
et donc qu'un intervalle de confiance a 95% construit autour de
b =0
est simplement donné par (formule de Quenouille)

1.96
+
vn
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Rappels MLE

+ Vous connaissez déja l'estimateur du Maximum de Vraisemble (MLE)
+ Pour un ensemble de parametres ¥

— le MLE est convergent
LGV
— le MLE est asymptotiquement efficace
V(D) = I 1 (%)
— le MLE est asymptotiquement normalement distribué (pour des lois exp)

V(D — 99) 5 N(0,1; 1 (80))

ou 1,1_1(190) représente la matrice d'information de Fisher

* sous certaines hypothése de régularité

Note I'élément crucial dans la construction de la vraisemblance étant le choix de la distribution
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Densité conditionnelle Gaussienne et AR(1)

+ Soit un ARMA(p, q) dont on suppose &; ~ N (0, o2)

p q
X; = Z GiXe—j + e + Z Oee—j
j=1 j=1

+ Sionsaitquep = 1letq = 0,0naunAR(1) pour lequel on sait que

)

X1~ N, 02 (1 =)
1x
20

S N)

= fi, (x1561) = (U‘K\/ﬂ)fl exp ( —

<o

Xo|X1 ~ N ($1X1, 02)

1
2 oe

_ 2
= fry1x, (%2 |x1; ¢1) = (0cvV2m) " exp ( - w)

XHIX"71 ~ N((ﬁlxnfl» 0‘;)

_ 2
= Fooy_, (a1 61) = (0.7/27) L exp < - ;w)

O¢
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Maximum de Vraisemblance Gaussien Exact et AR(1)

+ Des densités conditionnelles découle la fonction de vraisemblance

, C(1—eD)'? B l—o 2
Lo(05%1,...,%0) = 7(%@)" exp Hexp 202

+ Dont I'écriture sous forme de log-vraisemblance donne

. _ 1 (1*4‘9%) 1 2 . 2
ﬁn(ﬁ,xl,...,xn)—2ln<(ggm)n =97 — ¢ X1+Z€r

avec ¥ = (¢1,02)

+ Le second terme fait intervenir : RSS, := Y"1, &7
* On peut constuire un OLS conditionnel basé sur la minisation de RSS.
+ Ou un OLS non-conditionnel basé sur RSS. + (1 — ¢3)x?

Note Seul le MLE permet de gérer la non-linéarité engendrée parq > 0

9= argrgggﬁn(ﬁ;xl, ey Xn)
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Maximum de Vraisemblance Gaussien Exact et AR(p)

« Dans le cas d'un AR(p), il nous faut isoler

fxpaxp—la'-'vxl (Xpﬁfolv oo 7y1;19)

Rappel La vraissemblance Gaussienne de X, = (X1, ..., X))  s'écrit
(03X, Xa) = (27) (0 T exp (= 1/2X0T, X, )

« PourX, = (X1,...,Xp) ona

Yo st s -1

g o s -2
I = . . .
-1 Yp—2 .- e

et donc la densité Gaussienne des p premieres observations devient
1
—p/2 —1/2 /—1
pr,Xp_l,...,Xl(Xp7Xp—17 s 7X1;19) = (27T) o (|FP|) / exp ( - 5 PFP XP>
menant a la densité Gaussienne complete fx,,... x, (Xn, . . ., X1;0) =

n

S Xp_ 1, %1 (Xpy Xp—1, -+ -, X1509) H FeelXeo s Xep (Xe|Xe—1, - oo, Xep; )
t=p+1
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Maximum de Vraisemblance Gaussien conditionnel et AR(p)

* Il est possible de considérer les p observations comme déterministes
+ En conditionnant la densité compléte sur ces p observations on obtient

fx",..‘,xpﬂ\xl,...,xp (Xm . ,Xp+1|X1» <5 Xps 19) =

n
H Sy, Xy (Xe|Xe—15 s Xep3 )
t=p+1

» Dés lors, dans la construction de la vraisemblance, on sacrifiera

X, = (X1,...,X)

+ Mais le probléme d'optimisation s'en trouvera simplifié

1 1 ~
wonn =~ () (55, 9)

etily aura équivalence avec les OLS
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Maximum de Vraisemblance Gaussien conditionnel et MA(q)

+ Partons de Xj ou
Xi=e1+ 0o+ ... +0¢c_qt1

sous I'hypothése que €o = (€0,6-1,...,6—q+1)" = 0, qui nous donne

1
(Xileo = 0) ~ N(0,02) = fy ey (1] 03 ¥) = exp (= S
\/ 2702 20t
Pour Xo, notons que X; et donc 1 est observable
Xy =gy +bher + ...+ 0e—q+2

ce qui nous donne
(X2|X1 = X1,€0 = O) ~ /\/(91&‘1,02)

Xy —0161)?
et doncfxz\xl,io (XQ‘XI’ €03 19) - \/2;7 oxp ( N %)
€

2
-z (- 5or)

En itérant on obtient, de la méme maniére que pour les AR, la vraisemblance conditionnelle

Ca(95x1, ... Xn) = —gln <((,\1/27)> - 23;;4 (ée?)
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Vraisemblance Gaussienne et ARMA(p, q)

* Pourp > 0etq > 0, en se basant sur I'Al (Ch. 1) et
E(XrH—l *)/Zn+l)2 = Ugrn

une écriture générale de la vraisemblance Gaussienne est possible

1 1 <« (x—%)
G — Xj
Lo(¥;%1,..., %) = = exp sy B
(2wo2)ro...Tao1 of SF Tt
+ Les estimateurs du maximum de vraisemblance (Gaussien) sont alors
<S\2
~2 —1lo/9 N < (Xj — Xj)
oc=n S(Upq;X1,..., %) OUS(Dpq;X1,...,%n) = B
j—1

et
a3 I i A A !
Upq = (01, -+, Pp; 01,...,0q)
sont les valeurs qui minimisent ('opposée de) la log-vraisemblance Gaussienne concentrée

ba(pgi X1y, %) = In (07" S(Wpqi%1, ..., %0)) + 07" Z Inrj_;
j=p+1

Note Concentrer : résoudre sur un parameétre puis le faire dépendre des autres
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Inférence et vraisemblance Gaussienne d’'un ARMA(p, q)

+ Pour n — oo on peut montrer quer, = let
9 N (9,07 1V (9))
La covariance n~ 'V (%) peut étre approximée via
ﬁ"(ﬁ;xl, o ,x,.)*1
la Hessienne numérique évaluée par l'optimiseur a 'optimum
= Les écarts-type seront donc aussi évaluables
+ Pour des ARMA simples, la variance asymptotique est disponible
= Pour n grand, l'usage direct de n™'V(«9) sera donc possible

Note Sin est petit, vous verrez au S2 qu'il existe des techniques de Bootstrap
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Variance asymptotique et vraisemblance Gaussienne

* Pour un AR(p) stationnaire, V(¥) est identique a celle de Yule-Walker
V() = 0§F;1
et plus particulierement pour un AR(1) et un AR(2) on obtient

(1—¢?) *¢1(1+¢2)>
—¢1(1 + ¢2) (1—¢3)

* Pour un MA(q) inversible, il faut adopter une écriture en AR(q)

V(91) = (1 - ¢7) et V(i) = (

X4+ 01Xem1 4 ... 4+ 0Xe—qg = &

et il peut &tre montré que V(d4) = o2I'; ' ete.g. pourq = letq =2

V(1) = (1-6]) et V(1) = (95%1_—92) 9351—_6%))

* Pour un ARMA(1, 1) stationnaire causal on peut montrer que

1+ ¢16h ((1 — D) (1+¢161) —(1—063)(1— d’%))

VO = o \ma— ) a— 6 (1- )1+ ¢:0)
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Estimation d'un AR(1) et inférence

+ Considérons les rendements du Dow Jones journalier sur quelques mois
n=77

+ L'ACF et la PACF nous révélent une faible dépendance au passé
+ L'estimation par MLE d'un AR(1) nous donne

X =0.4471X 1 + &

et le logiciel utilisé nous retourne également 5, = 0.1050
« Pour l'écart-type asymptotique, o4, = /V(41)n~1, on trouve
V/(1—0.44712)/77 = 0.1019
= 04, et 7y, sont relativement proches
* Pour le calcul de l'intervalle de confiance a 95% on obtient
0.4471 £ 1.96 x 0.1050 = (0.2413,0.6529)

ou

0.4471 £ 1.96 x 0.1019 = (0.2473,0.6468)
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Comment sélectionner un modéle

+ Dans I'exemple S107, on peut se demander si 'AR(1) est approprié
= plusieurs réponses existent a la question de la sélection des retards

1 Dans un premier temps, les examens des ACF et PACF ont été utilisés
= approche a la Box et Jenkins pour déterminer si MA, AR, ou ARMA

2 Les critéres d'information sont plus fiables pour le choix de p et q
= on présentera AIC, BIC et HQ

3 Des tests de validation suivent ces procédures d'identifications

= divers tests sur les résidus
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La méthodologie de Box et Jenkins

+ L'approche Box et Jenkins s'inscrit dans la recherche de la parcimonie
= comment prédire avec le minimum de parametres
+ On peut résumer la méthodologie de BJ en 4 étapes
1 Transformer les données pour satisfaire 'hypothese de stationnarité
2 Sélectionner p, q petits pour décrire la série a 'aide d'un ARMA(p, q)
3 Estimer les paramétres AR et MA du modele

4 Procéder a une validation de la spécification retenue

5 Prévisions

+ L'étape 1 sera détaillée au C3 et I'étape 3 releve de la section précédente
+ L'étape 2 est appelée étape d'identification par BJ et repose sur
petdy, j=1,2,...
dont les comportements peuvent nous renseigner sur p et q

+ L'étape 4 est détaillée dans la section suivante
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L'identification de p chez Box et Jenkins

Rappel Au C1 nous avions vu que pour un AR(p > 0)
p = inf{j|¢;; = 0}
+ Dans la pratique il faut donc estimer ¢;; pourj = 1,2,..., h et tester
Ho:¢1,1 =0versusH; : ¢1,1 #0
« D'aprés le 597 on sait que si |$1.1| > 1.96/,/n on rejette Hy
= si Hp n'est pas rejeté on conclu que p < 1, mais si on rejette, on teste
Ho : ¢poo = Oversus Hy : ¢po 9 # 0
+ De nouveay, si |$2,2| > 1.96/+/n on rejette Ho
= sionnerejette pas, p = 1, mais si on rejette, on teste
Ho : ¢33 =0versusH; : ¢33 # 0
+ Cette procédure se prolonge ainsi jusqu'a arriver a

H() : qﬁh,h = 0 versus H1 : ngh’h 75 0

avech=p+1
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L'identification de q chez Box et Jenkins

Rappel Au C1 nous avions vu que pour un MA(q > 0), g = inf{j|p; = 0}
+ La méme stratégie peut donc étre mise en place en estimant p;

* Pour un MA(q) Gaussien, la formule de Bartlett (cf. S89) nous donne
1 U
V(@) = (1+2) 6l ) i=a+1a+2,...
i=1

ou dans la pratique on remplacera p; par p
+ La procédure sera alors de commencer par estimer p; et de tester
Ho:p1=0versusH; : p1 #0
sachant que si [p1| > 1.96/+/n on rejette Hy
= si Hp n'est pas rejeté on conclu que q < 1, mais si on rejette, on teste
Ho: po =0versusHy : p2 #0
sachant que si |p2| > 1.96y/n=1(1 + 2p?) = 1.96,/V(p2) on rejette Ho

+ Cette procédure se prolonge ainsi jusqu’a

Ho:ph=0versusH;:pp #0, avech=q+ 1
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Exemple d’analyse de la PACF chez Box et Jenkins

1.0

PACF empirique du nombre de taches solaire
et ses intervalles de confiance : +1.96/ V100

PACF

0.0

-05

L
0 10 20 30 40
Retards

+ Soit la séquence du nombre de Wolf (1770-1869) et sa PACF
+ Analysons les PACFs significatives (attention, ¢o,0 = po = 1)

+ Au dela de 2 retards (¢1,1 et ¢2,2), les PACFs sont dans les intervalles

= Cela suggére qu'un modéle candidat est serait 'AR(2)
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Exemple d’analyse graphique chez Box et Jenkins

1.0

ACF empirique des données du Lac Huron PACF empirique des données du Lac Huron
et ses intervalles de confiance a 95% et ses intervalles de confiance a 95%

1.0

0.8
0.

< =
° g
5.5 Gzr
- E;
o ‘ g
Lo ‘H“‘HH‘M _ “\M el \‘H\ | L1 |
s o T B ‘ T T T
o o
i ) I
, , , . . . . . . .
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Retards Retards

+ Soit les données du Lac Huron vues au S90

+ Analysons les ACFs et PACFs significatives

+ La décroissance de I'ACF est graduelle ne suggérant pas un MA

+ Inversement, une rupture dans la PACF s'observe au dela de 2 retards

= Cela suggére de nouveau qu'un modele candidat serait I'AR(2)
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La philosophie du critére AIC (Akaike Information Criterion)

+ L'idée de I'AIC est de minimiser une divergence distributionnelle
d(@|9) = A@D|9) — A(I|D)
ou la distance de Kullback-Leibler
AD]9) = E(=2Inf(X; D)) = / —2f(x;9) Inf(x; 0)dx
mesure la dissimilarité entre la famille de fonctions deliiensités
{f(x;9),0 € ©}
dont on suppose que X = (X1,...,X,) esttiré, et f(x; )

+ En effet on peut voir que par l'inégalité de Jensen,

114/243




La construction du critére AIC corrigé

« Bien sur d(0]9) doit étre estimé et pour cela on suppose la Normalité
= Pour ¥ = (Upq,02), f(.;9) est la fonction de densité de
Y=(Y,....7)

ou Y; est un ARMA(p, q) Gaussien de paramétre 19, 4 et o2
* Supposons que X = (x1,...,x,) provient d'un ARMA Gaussien avec p, q et ¥ ses vrais paramétres
« Notons ¥ I'estimateur MLE basé sur X, alors

—2In Lo (DY) = —2In Lo(0;X) + 52 2S(Ipq;¥) — 1
et donc on peut écrire Ey(A(9]9)) comme
Eo( — 2 La(;y)) = Eg( — 210 La(9;%)) + By (62 °S(Tp.q;¥)) — 1
dont I'approximation asymptotique du terme

D 2(p+q+1)n
Ey (5: Zs(ﬁp,fﬁ!’)) = Aptatin

n—-p—q—2
nous fourni un estimateur non-biaisé de la distance de KL espérée
2(p+q+1)n

AlCc = —21n Ly (¥;
Ce n (19)()—1—1171)7‘172
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Critere AIC versus AlCc

Alorigine, le critére AIC fut proposé comme
AIC = —2InL,(9;x) + 2(p + q + 1)
= Asymptotiquement AIC et AlCc sont équivalent
Note 1 En échantillon fini, des simulations montrent que I'AIC surestime p
= phénoméne d'overfitting
Note 2 Sile vrai p est grand, I'AlCc sous-estime souvent p
=- phénomene overfitting inverse

Note 3 Les deux critéres sont basés sur deux éléments

= “qualité d'ajustement” (vraisemblance) + “pénalité” (# de parametres)
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Critéres BIC et HQ

+ De nombreux autres critéres existent dont le BIC et 'HQ

BIC Le Bayesian Information Criterion se distingue par sa pénalité

BIC = —2InLy(0;x) + (p + q + 1) In(n)

HQ Le critére d’Hannan-Quinn se distingue aussi par sa pénalité

HQ=—-2InL,(¥;x) + (p + q + 1) In(In(n))
+ Comparaison avec AlCc:
— BIC et HQ sont consistants (pas AlCc): ] €0
= D — petq — q avec une probabilité unitaire
— AlCc est efficace, i.e. minimise la MSE (pas BIC ni HQ) : 9 ¢ 0O

= il minimise le risque de choisir un trés mauvais modele
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Comparaison par simulation

+ Soit des simulations Monte Carlo : AR(1), AR(2), MA(2), ARMA(1, 1)
= 10000 simulations de n € {30, 60, 180, 500} observations

* On fixe Pmax = qmax = 4 et on applique chacun des 3 critéres
= les tableaux suivants reportent les % de sélection de p et q par critére

Note V désigne le nombre de procédures d'estimation ayant abouti

DGP : AR(D) DGP : AR(2) DGP - MAQ)
0 304 0
AIC [ 1% o (7% | 7% AIC AIC | 17%
n=30 | BIC |2% 2% | 1% n=30 |BIC n=30 |BIC | 36%
HQ | 1% 5% | 4% HQ HQ | 23%
AIC [ 0% 7% | 6% AIC v | 10000
n=60 | BIC |0% 1% | 0% n=60 | BIC AIC | 2%
HQ | 0% 3% | 2% HQ n=60 | BIC | 12%
IC [ 0% 7% | 6% AIC HQ | 5%
n=180 | BIC | 0% n=180 | BIC v 10000
HQ | 0% HQ AIC | 0%
AIC | 0% AIC n=180 | BIC | 0%
n=500 | BIC |0% o n=500 | BIC HQ | 0%
HQ [ 0% 1% | 0% HQ v | 10000
AIC 0%
n=>500 | BIC 0%
HQ | 0%
v | 10000
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Comparaison par simulation : ARMA(1, 1)

DGP : ARMA(L,1) DGP : ARMA(L1)
q q n=180 q q
0 | 1 |23 |4 HQ 0 1 2 | 3 | 4 AIC 0| 1 [ 2] 3 |4 HQ 0 1 2 3 4
0 | 0% | 1% | 4% | 2% | 9% 0 16% | 0% | 0% | 0% | 0% 0 0% | 0% [0% | 0% | 0% 0 0% | 0% | 0% | 0% | 0%
1| 4% | 28% | 5% | 2% | 4% 1| a1% | 0% | 0% | 0% | 0% 1| 0% | 46% | 4% | 2% | 2% 1 79% | 0% | 0% | 0% | 0%
pl2 | 9% | 6% [ 1% |2% [1% || p|2] 21% | 0% | 0% | 0% | 0% |[p|2 |o0%| 5% |9%| 2% [2% | p|2] 12% | 0% % | 0% | 0%
3| 8% | 1% | 1% | 0% | 0% 3 10% | 0% | 0% | 0% | 0% 301 0% | 2% |2% | 11% | 3% 3| 7% | 0% % | 0% | 0%
4 [13% | 3% | 1% | 0% | 0% 4] 13% | 0% | 0% | 0% | 0% 4 0% 2% [1%] 3% [3% 4] 3% | 0% | 0% | 0%
q q q q
BIC 0 | 1 |2]3]4 V.o 1 2 3 | 4 1 [ 2] 3 |4 V. o 1 2 3 4
0 | 0% | 1% | 6% | 2% | 6% 0 [ 10000 | 7676 | 7514 | 5159 | 5050 0% | 0% | 0% | 0% 0 [ 10000 | 9711 | 9958 | 9663 | 9911
1| 2% [39% | 3% | 1% | 2% 1| 10000 | 8066 | 7247 | 4955 | 3755 92% | 1% | 0% | 0% 1| 10000 | 9996 | 9989 | 9948 | 9935
pl2 |17% | 4% | 1% | 1% [ 1% || p | 2 | 10000 | 6726 | 2411 | 1937 | 993 2% | 2% | 0% | 0% | p |2 | 10000 | 9908 | 7304 | 7870 | 7451
3| 6% | 1% | 0% | 0% | 0% 3| 10000 | 6089 | 2432 | 608 | 248 0% | 0% | 1% | 0% 3| 10000 | 9913 | 8500 | 6059 | 5577
4 | 6% | 0% | 0% | 0% | 0% 4| 10000 | 5489 | 1790 | 452 | 99 0% [0% ] 0% | 0% 4| 10000 | 9796 | 7739 | 5674 | 3250
n-60 q q q q
AIC 0 | 1 [2]3 |4 HQ 0 1 2 | 3 | 4 1 [ 2] 3 |4 HQ 0 1 2 3 4
0 | 0% | 0% |0% | 1% | 5% 0] 6% | 0% | 0% | 0% | 0% 0% | 0% | 0% | 0% 0] 0% % | 0% | 0% | 0%
1| 0% | 44% | 5% | 2% | 3% 1] 66% | 0% | 0% | 0% | 0% 1% | 3% | 2% | 1% 1 82% | 0% | 0% | 0% | 0%
pl2 | 1% | 7% [4% 3% |3% [ p|2| 13% | 0% | 0% | 0% | 0% 4% [ 9% | 2% [1% | p|2] 9% | 0% | 0% | 0% | 0%
3 3% | 2% |1% | 2% | 1% 3| 7% | 0% | 0% | 0% | 0% 2% | 2% | 17% | 5% 3| 7% | 0% | 0% | 0% | 0%
4 | 7% | 3% 1% | 1% | 0% 4] 8% [ 0% | 0% | 0% | 0% 1% [1% | 4% | 6% 4] 2% | 0% | 0% | 0% | 0%
q q q q
BIC 0 1 2 3 \ 0 1 2 3 4 BIC 0 1 2 3 4 v 0 1 2 3 4
0 | 0% | 0% | 1% | 1% | 3% 0 [ 10000 | 899 | 9271 | 7843 | 8215 0 [ 0% | 0% [0% | 0% | 0% 0 [ 10000 | 9991 | 9997 | 9954 | 9994
1| 0% | 73% | 3% | 0% | 1% 1] 10000 | 9444 | 9228 | 8261 | 7667 1| 0% | 96% | 1% | 0% | 0% 1 | 10000 | 10000 | 10000 | 10000 | 10000
pl2 | 3% | 4% | 1% | 1% [1% || p | 2 | 10000 | 8713 | 4472 | 4697 | 3861 || p |2 | 0% | 1% | 1% | 0% | 0% | p |2 | 10000 | 9998 | 8650 | 9002 | 8717
3| 3% | 0% | 0% | 0% | 0% 3| 10000 | 8432 | 5193 | 2165 | 1520 3 [0%| 0% |0% | 0% | 0% 3| 10000 | 9997 | 9380 | 8143 | 7778
4 | 3% | 0% | 0% | 0% | 0% 4 | 10000 | 7867 | 4381 | 1902 | 698 4 0% | 0% 0% | 0% | 0% 4| 10000 | 9994 | 8983 | 7967 | 5808

119/243




Limites de l'utilisation des critéres

* On considére de nouveau les données du lac Huron (cf. S90)
* Sil'économétre balaye uniquementsurp > 0:
= Les AlCc et BIC minimum sont trouvés pour p = 2 et on obtient
X — 1.0441X;,—1 + 0.2503X;—2 = &, & ~ N(0,0.4789)
avec AICc = 213.54 et BIC = 217.63
* Sil'économétre balaye surp > Oetq > 0:
= Les AlCc et BIC minimum sont trouvés pour p = 1 et g = 1 et on obtient
X — 0.7446X,—1 = & + 0.32135,_1, & ~ N(0,0.4750)
avec AICc = 212.77 et BIC = 217.86

Note Les critéres étant trés proches, difficile de déterminer le meilleur modeéle
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Identification

Il est possible d'intégrer des variables exogenes, X; dans un ARMA
= mais l'identification et I'estimation du processus se complexifient
* Pour comprendre cela considérons 'ARMAX suivant
Ye = aoXe + a1 Xeo1 + ..+ amXeem + e
oU v suit un ARMA(p, q) indépendant vt de X;
+ Sous 'hypothése que X; ~ WN(0, o%), on a

E(Y.X:) = aoog = Corr(Ye,X;) = apoxoy '
E(Y:X;_1) = cnog = Corr(Y, Xe—1) = azoxoy |

]E(thrfz) = 0420')2( = COY‘r(Yt,thz) = azUxU;l

ce qui implique que Corr (Y, X;—;) est proportionnelle a 9Y;/(0X;—;)

= on peut identifier les retards de X; entrant dans le modeéle de Y;
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Pre-whitening

+ Mais cette identification n‘est possible que si X; ~ WN(0, 0%)
= Sice n'est pas le cas, il faut blanchir X; de toute dépendance ...
. sans affecter sa relation avec Y;, c'est le pre-whitening
* Pour comprendre cette étape considérons a présent que X; ~ ARMA(p, q)
Y = a(L)X; + vr, Ox(L)Xe = Ox(L)ue
ol v ~ ARMA(p, q) indépendant Vt de X, u; est un bruit blanc et
ue = Ox(L) ' ox(L)X;

II suffit alors de multiplier Y; par le filtre ©x (L) ™' ®x (L) pour obtenir

Ox(L) ' ®x(L)Y; = a(L)Ox (L)' ®x(L)X; + Ox(L) ' ®x(L)1r

ce qui nous donne B
Yt = O’,(L)ut + l~/t

oU u, est bien un bruit blanc et les «(L) sont donc identifiables
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Estimation en étapes

+ L'estimation des ARMAX nécessite donc plusieurs étapes

— identification du processus ARMA afférent X; pour déterminer
Ox(L) "' x(L)

— blanchiment de X; par application du filtre QX(L)*ld)x(L) aXcetY:

— calcul des corrélations croisées entre Y; et u;

= les corrélations non-nulles signalent les lags devant intégrer le modéle

— identification du processus ARMA afférent a 17,:

Note 1 L'inférence sur les corrélations croisées est simplifiées puisque
2
us ~ WN(0, o)

= ce qui nous rameéne a la formule de Bartlett simplifiée vue au S91
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Fonction de transfert générale

* Soit X; = Xu, . .., Xk, dont tous les éléments sont orthogonaux

La fonction de transfert d'un ARMAX sur Y, sera alors

o (L) Ok (L)
Y= 5 Bi(L)

ou X;j,;—q; indique que 'exogéne rentre dans le modéle avec un retard qui lui est propre

oy(L)
Dy(D)"

Xit—g + ...+ Xi,e—a, +

Note 1 Les polyndmes S (L) ajoute de la généralité mais le plus souvent
BL)=2r(L)", Vk
Note 2 En effet rappelons que si I'on part du modéle
@Y(L)Yt = Oz(L)Xt + @Y(L)E[

et donc
Y. = a(L)®y (L) 'X; + Oy(L)®y(L) ‘e
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Exemple de fonction de transfert

* Soit Y,: = O.6Yt71 + 1.2X[72 + & etXt = 0.8X[71 —+ us + 0.5ut71

— En utilisant la représentation en fonction de transfert on obtient
_ 1.2 Xy + 1 -
1—-0.6L 1-0.6L
— Les divisions polynémiales engendrent une décroissance infinie
Y, = 1.2(1+0.6L + 0.6L2 + 0.6°L% + .. )Xo

+(1+0.6L+0.62L% +0.6°L + .. )e;

=1.2X,_9 + 0.72X,_5 + 0.432X;_4 + 0.2592X,_5 + . ..

+ et +0.66,_1 + 0.366r_9 + 0.216€;_3 + 0.12966¢_4 + . ..

Yt t

dans la dépendance entre Y; et X;—;, i > 2

= On s'attend donc a voir une fonction d'autocorrélation croisée nulle eni = 0, 1 et non-nulle pouri > 2
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Importance du prewhitening

+ Poursuivons avec I'exemple précédent et construisons Y; et u;

¥, = (1+0.50)"'(1—0.8L)Y;
u; = (1+0.5L)"'(1—0.8L)X;

+ Comparons a présent p(Y;, u;—;) et p(¥e, Xr—i)

0
3
w
Mlll“”l” I“ 8

0 10 K o s 10
- o s 10 Retard
Retard Le graphique est basé sur des séries préblanchies

Fcc
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Tests de validation

* Les procédures d'identification ne suffisent pas ...
. et doivent étre couplées a des tests de validation sur les résidus :

— Test de significativité et nullité jointe (pour rappel)
— Coefficient de détermination

— Test de nullité de moyenne des résidus

— Tests de Ljung-Box et de Box-Pierce

— Test de Jarque-Bera

= En effet, si le modéle est bien spécifié on devrait avoir & ~ WN(0,5?%)

Note Ces tests pourraient également s'appliquer sur les observées
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Test de significativité et nullité jointe

+ Sous certaines hypothéses de régularité on a vu que le MLE
Vi — 90) 4 N(0, V(D))
= cela autorise la construction de tests inférenciels usuels car
V(9 = v0)/og) ~ N(0,1)
+ Dans la pratique o4 est inconnu et on considére 55 ~ x*(n — 1)
Rappel SiX ~ N(0,1)etY ~ x*(v), alors Z = X(/Y/v) " ~ t(v)
= Le test de Student est alors ainsi formulé :
9 — Ino
oy/n
* Le test de nullité jointe de Fisher s'applique de facon standard

~tn—1)

= sil'on souhaite tester
H02191:...:19p+q20

contre H; : Jj tel que ¥; # 0 la statistique de Fisher est
(SST —RSS)/(p+q)

)~F(p+q,n—(p+q)—1)

RSS/(n—(p+q) -1
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Coefficients de détermination

* Les coefficients de détermination usuels sont donnés par

RP=1- Ze & (4)
XL
t=
n =2
Ro1- "l 2e® 5)

n—p-q>; X

ol I'on préférera R? qui tient compte des retards AR et MA
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Test de nullité de moyenne des résidus

* Sie, ~ WN(0,0?), on s'attend a ce que E(&;) = 0, et donc
n
f=n Y E& 50
t=1
Par application du théoréme central limite on a donc
12 € d
n'? = 5N (0,1)
UE

+ On donc peut tester la nullité de € en construisant

g+ <I>1_Q/2n_1/2’0\5
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Tests de Ljung-Box et de Box-Pierce

* Sie, ~ WN(0,02), on s'attend a ce que y(j) = p(j) = 0,¥j > 0
* Plutét quétudier chaque IC autour de p(j) comme au S90...

. on peut construire une seule statistique (de type portmanteau) :
h
A2/
Q=n> /()
j=1

La statistique de Box-Pierce étudie le comportement limite de Q

h
Qe =nY () ~x'(h—p—q)
j=1
siontestHo : p1 =...= pn = O contre H; : Jj tel que p; # 0

La statistique de Ljung-Box est un rafinement de Q ou

Qs =n(n +ZZ (n—j)~x'(h—p—q)

siontestHo:p1:...:ph:0contreH1:EIJtquuepj#O

Note Si ces tests sont appliqués sur les observés, les distributions sont x?(h)
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Test de Jarque-Bera

+ Sion suppose que g; ~ i.i.d. N(0,¢?), on peut tester cette hypothése
* Le test de Jarque-Bera permet cela a travers une unique statistique
n n 2 d 2
Sp= -8+ —(Ku—3)" —x"(2
7B = St 5 (Ku—3) X (2)
ou Sk et K, représentent les coefficients de Skewness et Kurtosis resp.

= SiSp > x?_.(2) on rejette Hy de normalité des résidus au seuil de a%

132/243




Méthode du Maximum de Vraisemblance

+ Partons d'un exemple: soit un échantillon Xy = X1, - -+ ,Xn ~ P(¥)

— P(¥) dénote la distribution de Poisson dont la fonction de masse est
exp(—9)%*

Pr(Xi = X) = X

, 9>0, VxeN
+ Soit une réalisation de I'échantillon x; = x1, -+ ,Xn
+ La probabilité d'observer cette réalisation est

Pr((X; =x1)N, -+ ,N(Xn = x1))

+ L'indépendance des tirages donne I'équivalence avec le produit des probabilités marginales

Pr ((X1 = X1)ﬁ7 cee ,ﬂ(Xn = Xn)) = ﬁPr(X,» = X,‘)
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Non-linéarité et cycles

* Question centrale: la non-stationnarité des séries temporelles

— De nombreuses de séries économiques semblent non-stationnaires
— La non-stationnarité est complexe a définir car protéiforme

— La non-stationnarité engendre des complications importantes dans la théorie limite des estimateurs

* Quelques exemples:

— Inflation: Non-stationnarité globale/ locale? Racine unitaire?

— Volatilité financiére: Stationnarité? Non-stationnarité?
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Variables macroéconomiques

Quarterly inflation (%)
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Quarterly US consumer price inflation 1970:1-2012:2 and its autocorrelation function
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Dynamique persistante

+ Difficile de déterminer visuellement si I'inflation est non-stationnaire

— La fonction d'autocorrélation de l'inflation indique une tres forte persistance

— Pour autant, la séries semble stable autour d'une moyenne de long terme
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Variables financiéres

Typical stock market volatility dynamics
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Dynamique extréme

+ Difficile de déterminer visuellement si la volatilité est non-stationnaire

— La série est animée par de nombreux événements extrémes

— Pour autant, la séries semble stable autour d'une moyenne de long terme
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Définir la non-stationnarité

+ Plusieurs phénomeénes peuvent mener a la non-stationnarité

tendance déterministe

saisonnalité

=
=

= tendance stochastique

= non-linéarités (dépasse le niveau M1)
=

chocs de grandes valeurs et non-causalité (dépasse le niveau M1)
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Tendance déterministe

+ Il existe de nombreuses facons de violer les hypotheses d’ergodicité et de stationnarité

+ |l existe donc tout autant de type de processus non-stationnaires
+ Le plus simple d’entre eux: la tendance déterministe linéaire
— Xe =y + 6t + ec avec ¢ ~ i.i.d. (0,02 < 00)
— on voit immédiatement que V(X¢) = o2 mais E(X;) = p + dt

= l'espérance dépendant du temps, X; est non-stationnaire

+ Ce raisonnement tient pour des fonctions nonlinéaires du temps
Xt:M+5(t)+€[

avec e.g. §(.) une fonction polynomiale
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Tendance déterministe et estimation

* Soit Xy = ¢o + 0t + ¢p1Xe—1 + - un AR(1) avec tendance et |¢1] < 1

+ Malgré sa non-stationnarité, ce modele peut s'estimer par OLS car

o1
(1 *@51))

est une réécriture, valide si |¢1| < 1, qui S'obtient en considérant

Yt:Xt—d(iqbil) Xt
i=1

i.e. I'écart a la tendance, dont on prendra I'espérance de la limite

Zy = (¢0_5 + ¢1Z—1 + &

= la théorie limite reste standard et les tests usuels s'appliquent

Note Cela peut étre généralisé au cas d'un AR(p)
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Tendance déterministe et prévision

+ La tendance affecte trivialement I'espérance conditionnelle
Xoih = EuinlXa, ..., X1) = () nsn + EXnpnXns - .., X1)
0U 0(n)a4n est la prévision de la tendance pour n + h et
Xe =X — 6(t)

+ Par sa nature déterministe, la tendance n'affecte pas la variance

V(X'H‘h'Xm ce 7X1) = V(X"‘Fh‘xnv e 1X1)
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Tendance stochastique et racine unitaire
* Soitun AR(1): X; = pXe—1 + &, & ~i.id. (0,02 < o)

* Sip=1lonaX;=Xo+ Zj;é €¢—j (supposons Xo = 0) et donc

t—1
Cov(Xe,Xi—j) = (t—j)ol et V(X)) =V < > Et,»> = to?
j=0
= Lavariance de X; dépend de t = X; est non-stationnaire

= p = 1 place une solution du polynome de retard sur le cercle unité donc X; est un processus racine
unitaire

= X; estune marche aléatoire d’espérance conditionnelle

t—1
EX|Xe—1,Xe 2, ,Xo) = X1 = ZEH = stochastic trend
j=1

= X: est une martingale de tendance stochastique >, =
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Tendance stochastique et différenciation
* Soitun AR(1): X¢ = p + pXee1 + &6, & ~ iind. (0,02 < o0)
* Sip=1letXo =0, lareprésentation MA(co) nous donne
t t—1 t—1
X: = p'Xo +MZP’ + ZPI&—J' = pt + th—j

j=0 j=0 j=0

+ On constate alors que
E(Xi) = pt

+ La variance et I'espérance ne sont pas indépendantes de t

= X; est un processus explosif de type marche aléatoire et de dérive ;.

+ X; est stationnaire en premiere différence car

AXt:(l—L)Xt:Xt—Xt_lz,u—F&
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Non-stationnarité globale

* Les processus de type tendance déterministe ou stochastique sont globalement
non-stationnaires

— le processus viole les conditions de stationnarité
— les parametres du processus sont invariants

= la non-stationnarité existe pour toute évolution du processus
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Non-stationnarité locale

* Les processus dont les parameétres évoluent dans le temps sont possiblement localement
non-stationnaires

+ Par exemple, un modéle a changement de régime peut étre

— stationnaire dans un régime
— non-stationnaire dans autre régime (localement non-stationnaire)

= globalement stationnaire ou non-stationnaire

+ Ce type de processus étant non-linéaire = cours d’économétrie non-linéaire




Stationnarité locale

* Les processus dont les paramétres évoluent dans le temps sont possiblement localement
stationnaires

+ Par exemple, un modele a coefficients aléatoires dépendant du temps

— est non-linéaire et globalement non-stationnaire
— peut s'approximer localement par des processus stationnaires

= concept de stationnarité locale (dépasse le niveau M2)

+ Références: Rao (2006), Dahlhaus et Rao (2006)
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ARMA stationnaire
+ Au Chapitre 1 nous avons introduit les ARMA leurs propriétés

+ Supposons X ~ ARMA(p, q)

p q
Xe=> ¢Xej+ > O j+e, e~ WNO, 0 < o0)
j=1 j=1
1— 6010+ ...+ 0411 o(L) =
= f— = L f— 3 i
17¢>1L+...+¢>pU’5r <I>(L)Et Y(L)e: ;wjfr J

dont les racines du polynéme
D(L)=(1—;L+...+ ¢pLP)
ne sont pas situées sur le cercle unité et avec L I'opérateur retard

+ On sait que sous cette condition de stationnarité

oo
>l < oo
i=0
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Rappel sur I'érgodicité des ARMA

+ Or, a partir de la forme MA(c0) de X; on a
y(h) = 02y ity
j=0

+ Envaleur absolue et par I'inégalité triangulaire on obtient

W) = 02| > iien| < 02 D [t
j=0 j=0

+ On constate alors que les ARMA sont ergodiques car

S <0230 [ (6)
h=0

h=0 j=0
=02 1l D enl < oo, @
j=0 h=0

et la convolution de deux séries absolument sommables est absolument sommable
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Integration

Definition 18 (18)

Un processus stationnaire d’autocovariance ~v(h) absolumment sommable est dit faiblement dépendant

Definition 19 (19)

Si un processus est faiblement dépendant apreés o différenciations, il est dit intégré d'ordre § ou I(9)

« Exemple: siX; = pu+ X;—1 + & avec g, ~ 1.i.d.(0, 02 < 00)
= AX; = u + ¢ est faiblement dépendant
= X, estintégré d'ordre 1 également noté X; ~ I(1)

= AX; estintégré d'ordre nul également noté AX; ~ I(0)

154/243




@

ARIMA

Definition 20 (20)

Un processus X; est un ARIMA(p, 6, q) si une fois différencié § fois il peut s'exprimer comme un processus
stationnaire et invertible de type ARMA(p, q)

H(L)A’X, = a+0(L)er, & ~ i.i.d.(0,02 < c0)

+ Exemple: en cas de racine unitaire on a § = 1 et donc
P(L)AXy = a+ 0(L)er & AXe = p+ (L)e:
avec j1 = ¢(L) lavet (L) = $(L) 16(L)

« Dans le méme esprit que la marche aléatoire on observe que
(oo}
Xe=Xo+ pt+ (L)Y ey
j=1

= Dans les cas simples ¢ € Z, mais que se passe-t-ilsid € R?
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Intégration fractionnaire
+ Soit un processus (1 — L)°X; = & avec § > —1/2

— X est un bruit blanc fractionnaire si e, ~ WN(O, Ug < 00)

* Une représentation MA(oc) nous donne

X=(1-1)"= J:ZO %U& = ,:Zo o (—8)er

+ Le polynéme de différenciation fractionnaire (1 — L)~°

(1-1) =144+ 5(1; 9) 2, 81 +53)'(2 +6)

— chaque numérateur est un symbole de Pochhammer
O =060+1)(0+2)...(6+n—1)=T(n+ () ~?

— chaque dénominateur est une factorielle, orn! = I'(n + 1)

...

— lej-i¢me terme de la suite est donc (6); x I'(j + 1) 1L
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Filtre fractionnaire

1.0

0=10
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Analyse du filtre fractionnaire

+ Une analyse a la limite nous apprend que
0y(~0) ~ = (14067, o0
‘ ')
+ Granger et Joyeux (1980) soulignent alors que
— sid=1/2ona} 2, j(=6)* = o0
= en effet aj(—5)2 ~ j~! décrit une série Harmonique (divergente)
— sid>1/20na} X, qi(—6)? = oo
= jz(‘i_l):’»_l est une p-série (hyper-Harmonique) divergente
— sid<1/2ona Z;’ilaj(—ci)z < oo

2(5—1)=p<—1

= J est une p-série (hyper-Harmonique) convergente
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Bruit blanc fractionnaire et non-stationnarité

* Une représentation MA(oco) alternative de X; est alors

~3 s g ()

j=1

+ Lavariance apparait alors sous une forme simple

V(X) = as( +Z —~9)*) = F%((S)(r?(l + if“‘l))

— V(X¢) serafinie sid < 1/2 = X; stationnaire

— V(X¢) serainfiniesi § > 1/2 = X; non-stationnaire

+ |l existe une formulation non-asymptotique de la variance

,T(1—28)

V(Xf) = 0¢ Fz(l _ 6) = 0cVs

ouvs =1sid=0etvs =00sid >1/2
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Bruit blanc fractionnaire et autocovariance

* Les calcules d'autocovariance obtenus par Hosking (1981) donnent

7(h) = E((XXe-n)
_ 2 T(h+8)r - 29)
“T(h+1—0)L(1—6I()
_ (a§/27r) sin(w0)'(h + 0)['(1 — 20)
- T(h+1-9)

avecd € (—1/2,1/2)

+ Approximation asymptotique de Lieberman et Phillips (2008)

zﬁ I'(1 — 20) sin(7d)

%3 +0(h*7%), h— oo

y(h) ~

avecd € (—1/2,0) U (0,1/2)

7T
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Bruit blanc fractionnaire et sommabilité

Via Lieberman et Phillips (2008) on constate que
y(h) ~Ch*®7', €>0
Orpourd € (0,1/2)ona2§ — 1 € (—1,0) etdonc

Z |7(7)] = oo bien que V(X;) < oo

J=0

En revanche, pourd € (—1/2,0),26 — 1 € (—2,—1) etdonc

> )l <oo

j=0

Sid € (—1/2,0),v(j) est absolument sommable
= X; est dit faiblement dépendant et 3 mémoire courte
Sid € (0,1/2), Xs, v(j) n'est pas absolument sommable

= X est dit fortement dépendant et a mémoire longue
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Bruit blanc fractionnaire et mean reversion

Definition 21 (21)

Un processus X: est mean-reverting (revient vers sa moyenne) si sa fonction de réponse impulsionnelle cumulée
(CIR) a l'infini tend vers zéro.

+ Soit (1 — L)°X, = & un bruit blanc fractionnaire avec § > 1/2

+ Considérons a présent la représentation MA(co) de (1 — L)X;
1—DX =(1-1)" "’
* On aalors limpact d'un choc unitaireentsurXent+h

h

h
CIRy=>» oj(1-8)~C> j°2 €>0

j=0 j=1

dont la convergence est vérifiée pour § < 1 quand h — oo
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ARFIMA

+ On peut généraliser le bruit blanc fractionnaire en ajoutant de la dynamique de court terme

Definition 22 (22)

Un processus X; est un ARFIMA(p, 6, q) si une fois différencié ¢ fois il peut s’exprimer comme un processus
stationnaire et invertible de type ARMA(p, q)

H(L)AX, = a + O(L)e;

Note 1 Les démonstrations précédentes tiennent pour un ARFIMA bien que les formules se complexifient

Note 2 Pour § = 1, une racine unitaire est présente et on parle d’ARIMA
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ARFIMA

+ Ala différence des processus ARIMA(p, ¢, q)

= X; est stationnaire a mémoire longue si§ < 1/2

= X; est non-stationnaire &8 mémoire longue si § > 1/2
= X; est non-stationnaire mean-revertingsi1/2 < § < 1
= X; est stationnaire a mémoire courtesid < 0

= X est dit anti-persistantsid < 0

= X; posséde une représentation MA(co) sid > —1/2

= X; posséde une représentation AR(co) sid < 1/2

+ Les deux derniers points sont discutés par Hosking (1981)
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Saisonnalité

+ La saisonnalité stochastique n'implique pas la non-stationnarité

= mais s'analyse a travers un modele général : Seasonal ARIMA

e.g. les ventes mensuelles de vin montrent une forte saisonnalité

= pic enjuillet et creux en janvier en plus d’'une tendance haussiére

=
©

7.5

7.0

Log des ventes mensuelles
de vin rouge en Australie

I I I I I I
1980 1982 1984 1986 1988 1990 1992
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Dépendance saisonniére

+ La dépendance au passé sera donc importante a 12 mois
P12, P24, P365 - - -
entre juillet (janvier) de I'année en cours et 'année passée
= Un modéle ARMA(P, Q) troué de span s = 12 sera approprié
e.g. 1 dansle cas d'un MA(1)12 on aura
Xe=(14+01L"%)e & Xe = & + V1601
e.g. 2 dans le cas d'un AR(1)12 on aura
(1- golle)Xt = Xt = p1Xe—12 + &
Note Le span dépend de la fréquence :

s = 2 (semestriel), s = 4 (trimestriel), s = 52 (hebdomadaire)
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Filtre saisonnier et SARMA

+ Apres application d'un ARMA(P, Q)s, une dépendance peut rester
« L'ARMA(P, Q) agit comme un filtre qui retourne Y;
D(L)sXe = O(L)sYe

+ Un second filtre de type ARMA(p, q) est donc nécessaire

afin que la dépendance disparaisse et de récupérer e, ~ WN(0, ¢2)
= Le produit des deux filtres donne le modéle SARMA(p, q) x (P, Q)s
O(L)P(L)sX: = O(L)O(L)ser

Note Les conditions de stationnarité et inversibilité usuelles s'appliquent
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SARMA(0,0) x (0, 1),

+ Il s'agit d'un SMA du type
Xe =€t +YEra

approprié pour des données trimestrielles par exemple

Type MA(q) = inversible si ses 4 racines

_i4/i i4/i 4/i _4/i
91’ v’ 91 Y1

sont en dehors du cercle unitaire et donc [¢:1] < 1

Si [91] < 1, X; possedent une forme AR(oc0)

Xe = — Z 7971Xt74j + &

j=1

On peut aisément vérifier que vo = (1 + 93)02,

Y4 = V102

ety = Opourj# 0,4
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SARMA(0, 1) x (0,1)s

+ Il s'agit d'un SARMA du type
Xe = (14 61L)(1 + 91L%)er = ¢ + b16c—1 + D16c—s + 0191606
approprié pour des données journaliéres (jours ouvrés)
Type MA(6) = inversible si ses 6 racines
. sont en dehors du cercle unitaire

+ On peut aisément vérifier que

= (1462 +92 + 01902 = (1+60%)(1 + 9})o?
= (01 + 0193)02 = 0:(1 + ¥3)o?

= (619107

= (01 + 0301)0? = 91(1 + 62)o?

= (619107

ety =Opourj#0,1,4,56etj> 6
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SARMA(0, 1) x (0,1)1

+ Etudions le comportement (simulé) des ACFs et PACFs si

6, =0.7etd; =0.6eto> =1

o
¥ L |
<4\ .
3 ERERH RSN S ‘,',U,,,,,,,' ,,,,,, ) B S ML T B ELEE
3 T T T T T
0 10 20 30 40
LAG
53] l
< |
n‘g ’I"j’”(’M”H"””(”TV’%”‘””‘”I 777777777
i ,,.,,M ,,,,,,,,, ‘,,},,,,,,,li,,,‘,,l ,,,,,,,, I EEAR B
o
i T T T T
0 10 20 30 40
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SARMA(0, q) x (0, Q)s

* Quelques généralités se dégage de I'exemple précédent
+ L'ACovF et 'ACF sont atypique autour de s

= Autour de s, les q autocovariances sont symétriques
+ Comme pour tout MA(q), la PACF ne s'annule pas

= Elle décroit vers 0 quand h — oo

= Des résurgences apparaitront autour s, 2s, 3s, . . .
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SARMA(0,1) x (1,0)7
+ Il s'agit d'un SARMA du type
(1 —1L")X: = (14 61L)e,
approprié pour des données journalieres (semaine pleine)
Type AR(7) + MA(1) = stationnaire et inversible si les 7 racines
... de (1 — 1L7) sont en dehors du cercle unitaire et si |0;] < 1
+ On peut vérifier que
Y= (14+61)(1- 1) o2
71 = Q1IEXe—7Xe—1) + E(eeXe—1) — 01E(ec—1Xe—1) = @176 — 6102
V= p1Y-7, Vj > 2
Y6 = o171 = 1 = —0105(1 — ) !
w=¢@m, Vk=71+1, j=1,2,... et
’Ykzggjl’y()? Vk:z]v j:031>27"~

et vk = 0 pour les k non considérés ci-dessus
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SARMA(1,1) x (2,1)12

+ Ici les filtres sont multiplicatifs mais il existe des filtres additifs
= Celavaimpacter I'écriture des polynémes
e.g. L'écriture d'un SARMA(1, 1) % (2, 1)12 sera
(1 —@1L)(1 — p1L"* — poL*H)Xe = (1 + 6:L) (1 + 91L"%)e,

e.g. L'écriture d'un SARMA(1, 1)+(2, 1)1, sera
(1 — 1L — 1L — o L*")X, = (1 + 61L + 9,L)e,

173/243




SARIMA(p, 6,q) x (P, D, Q)s

* Onavuque A était important pour stationnariser une série
+ On peut également construire un opérateur
A =(1-17
de différenciation saisonniére
+ En effet, certaines séries sont cyclo-stationnaires et avec D = 1, si
AXe = Xe — Xe—s
est stationnaire, c'est que X; était une marche aléatoire saisonniere
e.g. Xo1/2021 = Xo1/2020 + €01/2021 SUit une marche aléatoire saisonniere
* Plus généralement, X; ~ SARIMA(p, 6, q) x (P, D, Q); si

Y, = A‘SA?Xt ~ SARMA(I’v q) X (Pv Q)S
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X13-ARIMA-SEATS

+ Lafiltration de la saisonnalité est une tache fastidieuse
+ Des procédures de traitement automatique existent depuis 1970
= X11-ARIMA, TRAMO-SEATS, X12-ARIMA (dispo sous SAS)
Réf. Une revue de ses méthodes est faite par Darné (2004)
+ La plus récente et populaire : la procédure X13-ARIMA-SEATS
= basée sur des régressions de SARIMA, elle peut aussi traiter

... des effets trés spécifiques comme

— valeurs aberrantes
— jours ouvrables
— effets de Paques

— traitement spectral de la saisonnalité résiduelle
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Rappels sur les OLS

+ La non-stationnarité impact la théorie limite des estimateurs

« Pour comprendre cela repartons des OLS dans le modele linéaire
Ye=XfB+e e~ iid (0,02)

* Supposons X; L &
+ L'estimateur OLS est alors donné par
Cov(Y,X) 1 g
B =——2<=|= X2 - XiY:
V(X) n ; ‘ n ;

n

-1
1¢ 1 P xe
- <n ;Xt2> 72(/8Xt+8t)xt = ﬁ+ Zt_l t&t

1 n 2
n & iyl X
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Consistance des OLS

Analysons la consistance de 3 siX; ~ i.ni.d. (0,03 < o)

plim//ﬁ'\:ﬂ—é—

phm Tl_l Z:letEt

On observe que E(Xier) = E(X:)E(s;) = 0 et V(Xee;) = 002

— V(Xier) = EQX)%E(er)? — E(X)*V(er) — E(e0)*V(X) + V(X)) V(&)

— dans la LLN de Markov (10), 3" 0202 /t? < oo pourm = 1

= n_l Z?:l Xier i)]E(XfEf) =0

On suppose que E(X{) < oo existe et par la LLN de Markov,
n
nSOX Lo
t=1

Par application du théoréme de Mann-Wald (13) on a

plim 5 = 5 +

0

plim n=1>"" | X2

plim n=1 371 | X?

=5
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Distribution limite des OLS
+ La consistance donne une distribution dégénérée: BL 1]

* Avec un transformation ’]I‘(B\) 4 Lon peut montrer que
V(B — 8) ~ N (0,0%)
« Commencons par analysern™' Y% | X;e sachant E(Xce;) = 0 et

V(Xeer) = a)z(ag

= L'application du TCL de Lyapunov (12) donne

n n
\/ﬁ(n_l thé‘r -0) = n—1/2 that i>/\/'(0, 0')2(0'2)

t=1 t=1

+ La consistance a montré quen~' 3" X2 X5 5%
= D'apres le théoreme de Slutsky (14) on a alors

-1 n 2 2
V(B ) = vl 4, NOOKD) 4, 5o o272

1N )
n-1y X Ox
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Théorie limite dans le cas d’'un AR(1)

« SoitX; = pX;—1+ &, e~ iid (0,02)etXo=0

* L'estimateur OLS est donné par

n -1 n
o (£9) (50
t=1 t=1

+ Sous I'hypothése que |p| < 1, X; est stationnaire et

1< 1< 2
nZXtZLMT)%—IE<nZXt2> = lispz < 00
t=1 t=1

= D'apres le théoréme de Slutsky (14) on a alors

_ 0,020%
\/ﬁ(p—p)ﬁwé/\/@,l ) (8)

X

* Qu'observez-voussip =17
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Limite de la théorie asymptotique standard

© SoitX; = pXe—1 + &, e~ i.i.d. (0,02),Xo=0etp=1

+ X; est donc une marche aléatoire de variance V(X;) = to?

+ Impossible alors d’appliquer un TCL comme dans (8) puisque
I 1¢ 1 ¢ gt
Sy x L>IE< fo) _ Z]E(xf) )Y S LI
n t=1 n t=1 n t=1 n

+ Pour autant une théorie limite non-standard est possible si

T(p) =n(p—p) # Vn(p—p)

= Théorie asymptotique applicable dans le cas non-stationnaire

+ Ce type de théorie fait intervenir les processus de Wiener
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Marche aléatoire et TCL

« SoitX, = pXe—1+&, e~ iid (0,0%)etXo=0

n
t=1°¢t

« Onavuquesip=1lalorsX, =)

+ On considére a présent

1, - - -
TX) = Vs Xaop = V(E)orgy =n V2 Xasix)
avec

a%(x) V(T(Xn)) < (Z ) ) =n"'ne? =57 9)

+ D'aprés le TCL de Lindeberg-Lévy (11), on constate alors que

n" X0 = N(0,1)
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Les sommes partielles

+ Poursuivons ce raisonnement sur une somme partielle de X,

avec 0 < r < 1et|[nr] le plus grand entier < nr

« Aprés transformation de X, (r) on a donc

(]
Wh(r) = n_l/ZXn(r)crfdo =n 1?2 Zssrf{&)
s=1

... que I'on peut réécrire

[nr]
Wh(r) = (n_l/z[nr}lﬂ) X ([nr]_l/ZZ&a{(;))

—rl/2 4 N(0,1)

= Wa(r) =5 r/2N(0, 1) -5 N(0, )
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Vers les processus de Wiener
* A présent définissons r: = t/n de telle sorte que [nr¢] = t et

t
Wy(r) = n~1/2 Z 650'1;&)
s=1

« Sit/n <r; < (t+1)/nonaégalement [nr;] =t et donc

t
Wy(r) = n=1/? Z 5305&)
s=1

* Maissir;=(t+ 1)/nona

t+1
Wa(r) =n"1/? ZESUT(X)
s=1
= par définitionr € [0, 1] et
n
Wa(1) =n""23 " eony (10)
s=1
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Les processus de Wiener

« Wa(1) LN W (1) avec W(1) un processus de Wiener

Definition 23 (23)

Soit un espace probabilisé (2, F,P). W : Q x [0, 1] — R! est un processus de Wiener standard si pour
chaquer € [0, 1], W(r) est F-mesurable et si

le processus W(r) débute en 0: P(W(0) = 0) = 1

le processus W (r) posséde des incréments indépendants: si0 < top <t; < ... <t <k W(t;) — W(ti—1) est
indépendant de W(t;) — W(tj—1) pourj=1,...,k j#i,Vi=1,...,k

le processus W (r) posséde des incréments normalement distribués: pour 0 < a < b < 1, l'incrément
W(b) — W(a) ~ N(0,b— a)

+ Mais vers quoi converge Wy(r) ?
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Théoréme central limite fonctionnel

« Wi(r) est une fonction aléatoire (vias;) der

Theorem 4 (4: Théoréme de Donsker)

Soit &, une séquence de variables aléatoires telle que e; ~ i.i.d. (0,02 < c0), alors

W,-Lw

+ Le TCL fonctionnel requiert (pas suffisant) la convergence point par point de Wy(r)

Wa(r) -5 W(r)
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Théoréme de Mann-Wald fonctionnel

Theorem 5 (5: Functional Continuous Mapping Theorem)

Soit Xu(.) i>X(.) une fonction aléatoire convergente et g(.) une fonction continue a valeur dans R en X(.).
Alors,

Xo() —5 X() = g(Xa) ~5 g(X)

Xu() 5 X() = g(X) 25 g(X)

Xa() EHX() = g(Xn) <2 g(X)
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Théorie limite non standard des OLS

Theorem 6 (6)

Soit Xy = pXe—1 +er, &~ i.i.d. (0,02)etXo = 0. Si p = 1, la distribution limite de I'estimateur OLS est
donnée par

2 2
n(r— l)Ll/Zai(W(l) —1)
Jo W(r)2dr

« |l s'agit d'une distribution non-standard complexe a manipuler

+ En présence de non-stationnarité, ce type de distribution survient souvent
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Théorie limite non standard des OLS: démonstration

+ L'estimateur OLS est donnée par
P=p+ n” YL Xeie
nTl Y XE
+ Si p = 1 etvia une normalisation ennon a
n(p—1) = ke
n2y X

+ A partir des lemmes (2) et (3) on obtient alors

- a 1/2(W(1)>—1)
-1 [ w(r)zdr

+ On peut également démontrer (un peu plus fastidieux) que

£ = (ﬁ:\l) 4, 1/2(W(1)” — 11/)2
o ( Ji W(r)Zdr>
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Théorie limite non standard des OLS: lemmes

Lemma 1 (1)

Soit Xy = pXe—1 + &, &~ i.i.d. (0,02)etXo =0.Sip= 1, alors

n
23 e -5 o W(1)

t=1

+ Voir le CLT de I'équation (10) pour la démonstration
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Théorie limite non standard des OLS: lemmes

Lemma 2 (2)
Soit Xy = pXe—1 + &, &~ i.i.d. (0,02)etXo =0.Sip= 1, alors

n o1
n? ZXf,l 402 / wW(r)’dr
=1 Ju

+ Voir (12) pour la démonstration
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Théorie limite non standard des OLS: lemmes

Lemma 3 (3)
Soit Xy = pXe—1 + &, &~ i.i.d. (0,02)etXo =0.Sip= 1, alors

_ 1
Y Xee—5 5aﬁ(wu)z — 1)

t=1

+ Voir (13) pour la démonstration

191/243




Théorie limite non standard: Lemme 2

Si(t—1)/n <r.; < t/nonsait que

Wh(r) = nt

n n
PXe10m) = D Walr) =n" o5 Y X
t=1

t=1

On en déduit alors que n™* > 7 X2y = n"'odx) Soi; Wa(r)?

On sait que Wy(r) est constant si

(t—1)/n <r_1 <t/netdonc

! E'I:Wn(r)2 = Z/t Wo(r)2dr — /01 W (r)2dr

Le théoréme de Mann-Wald fonc

avec or(xy = o (voir équation 9)

= J@—1/n

tionnel nous assure alors que

n 1
D Y NI, / W(r)2dr
t 0

(12)
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Théorie limite non standard: Lemme 3
« Sip=1dansX;alorsX? = (X;—1 + &) = X2 1 + 2Xe—16¢ + &7

+ Il vient immédiatement que

1 1
Xi—16c = 2(Xr Xt 1= 5t = ;Xt 1€t = 2 *XO - Z&)

+ Sous I'hypothése que Xo = 0 et en multipliant tout parn~—! on a

(<
*Ith 16e = = (n X2 —n Z: )

* Via le lemme (1), le premier terme nous donne

n
X =Y e’ S otw(1)?
t=1

+ Via le théoréme de Kolmogorov (9), n ' 31" &7 *%5 o2 et
- a 1
n 12)@_1& =50 (W(1)' - 1) (13)

t=1
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Généralité sur les tests de racine unitaire

Soit un AR(1) dont on souhaite tester si p = 1
Les difficultés résident dans la formulation d'un test car

— la distribution limite ne sera pas standard

Dickey-Fuller ont proposé deux tests : DF et DF augmenté (ADF)

Phillips-Perron ont proposé une alternative non-paramétrique d’ADF
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Un premier test de racine unitaire

+ Soit x; le taux de change journalier EUR/USD sur 2000-2014
+ Onsaitque six; = px;—1 + € avec p = 1, d'apres Th.6

gy e 12w 1)
zz=n(p—1) — f We)dr

« L(p) est tabulée au S196 et peut servir pour tester Hy : p = 1

—£(p)

+ Calculons la statistique z; pour n = 3760 sachant que
p =0.9999919311 = z; = n(p — 1) = —0.03033893

+ Dans la table, pour n > 500 = oo, 95% des fois lorsque le processus est vraiment une marche
aléatoire, s; est supérieur a -8.1

= puisque —0.03 > —8.1, 'hypothése nulle p = 1 est acceptée au seuil de 5% et x; ~ I(1)
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Un premier test de racine unitaire : annexe

TABLE B.5 L
Critical Values for the Phillips-Perron Z,, Test and for the Dickey-Fuller Test
Based on Estimated OLS Autoregressive Coefficient

Sample Probability that T(p = 1) is less than entry
size
T 001 0025 005 010 05 095 0975 099

Case 1
25 -19 =93 -73 -53 1.01 1.40 179 2.28
50 -9 -99 -77 =55 097 135 170 216
100 -133 -102 -7.9 -56 0.95 131 1.65 2.09
250 -136 -103 -80 -57 0.93 1.28 1.62 2.04
500 -13.7 -104 -80 -57 0.93 1.28 1.61 2.04
Ld -138 -105 -~81 -57 0.93 1.28 1.60 2.03

Case 2
25 -172 -146 -12.5 =102 -0.76 0.01 0.65 1.40
50 -189 -157 -133 -107 -081 =-0.07 0.53 122
100 -198 -163 -13.7 -11.0 -083 =-0.10 0.47 114
250 -203 ~166 -140 -11.2 -084 -0.12 0.43 1.09
500 -20.5 -168 —140 -112 -084 -0.13 0.42 1.06
LJ -20.7 -169 -141 -113 -085 -0.13 0.41 1.04

Case 4
25 -225 -199 -17.9 -156 -3.66 -251 -1.53 -043
50 -257 -22.4 -198 -168 -371 =-260 -166 -0.65
100 -274 -236 -207 ~-17.5 =~374 -262 -1.73 -0.75
250  -284 -244 -213 -180 -375 -264 -178 ~-0.82
500 -289 -248 -215 -181 -376 -2.65 -178 -0.84
© -295 -251 -218 -183 -3.77 -2.66 -179 -0.87
The probability shown at the head of the column is the area in the left-hand tail.
Source: Wayne A. Fuller, Introduction to Statistical Time Series, Wiley, New York, 1976, p. 371.
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=

Le test de Dickey-Fuller : intuition

Dans un premier temps, considérons un AR(1) simple
Xe = pXe—1+ &
Dickey-Fuller (DF) proposent la reformulation suivante
AXe = (p— 1)Xe—1+ &0 = pXe—1 + &
La formulation du test de racine unitaire devient alors
Ho:¢p=0versusH; : ¢ <0

Grace au Th.6, on connait la distribution limite des OLS pour

p=(p—1)
la distribution de la statistique de “type” Student
. _ 9
T3 = =<
T¢

ne sera pas standard non plus (voir Eq. 11)
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Le test de Dickey-Fuller : cas général

+ Dans la pratique il convient d’envisager la présence de

u#0et/oud #0
= 3 modéles distinct sont alors envisageables

M1 Le modele le plus général, avec 1 # 0 et/ou § # 0
AXp = pp+ 0t + 1 Xp—1 + &
M2 Le modele sans tendance mais avec p # 0
AXe = pp+ ¢oXe—1 + &t
M3 Le modéle le plus spécifique décrivant une simple marche aléatoire
AXe = ¢p3Xe—1 + &

+ Comme sous Hp on a une racine unitaire, les distributions de
b1, P2, @3
sont non-standards, tout comme les distributions de

P=61/Gs, To=1/Gs, Ts=3/Gs
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Le test de Dickey-Fuller : les alternatives

L'existence de plusieurs alternatives complique I'implémentation
e.g. Supposons que l'observation des données révéle une tendance
= la question est alors de savoir si cette tendance vient de
AXe = p+ ¢Xe—1 + e & Xe = i+ Xe—1 + & sous Hyp
i.e. une marche aléatoire avec dérive, ou si elle vient de
AXy = p+ 0t + ¢Xe—1 + e & Xe = p+ 0t + pXe—1 + ¢ Sous Hy
i.e. un AR(1) stationnaire (¢ < 0 < p < 1) autour d’un trend
+ Dans cette situation, il est préférable de tester ¢ = 0 via
P = 1/

et de compléter cela par un test de nullité jointe (type Fisher)

ou
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Le test de Dickey-Fuller : méthodologie

+ L'étape 1 de la procédure a suivre en absence d'a priori sera
1.a Estimer M1 et tester Hy : ¢1 = 0 avec 71
1.b Sirejet de Ho, (X; — ot) ~ I(0)
= on peut tester § = 0 et x = 0 avec des valeurs critiques usuelles
1.c Sinon-rejet de Ho, X; posséde une racine unitaire
= il faut tester qgl =35 =0avecF, (valeurs critiques tabulées)
1.d Sirejet, on garde M1 et on recommence la procédure sur AX;
1.e Sinon-rejet, on peut soit considérer Fy, soit passer a I'étape 2

= Sinon-rejet avec Fy, on retient M3
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Le test de Dickey-Fuller : méthodologie

+ L'étape 2 de la procédure a suivre en absence d'a priori sera
2.a Estimer M2 et tester Hp : ¢ = 0 avec 7
2.b Sirejet de Ho, X; ~ I(0)
= on peut tester ;» = 0 avec des valeurs critiques usuelles
2.c Sinon-rejet de Ho, X; possede une racine unitaire
= il faut tester ngbz = 1 = 0 avec F3 (valeurs critiques tabulées)
2.d Sirejet, on garde M2 et on recommence la procédure sur AX;
2.e Sinon-rejet, on peut passer a I'étape 3
3.a Estimer M3 et tester Hp : ¢p3 = 0 avec 73

3.b Sirejet de Ho, X; ~ I(0)

3.c Sinon-rejet, on garde M3 on recommence la procédure sur AX;
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Les valeurs critiques de Dickey-Fuller

+ La forme non-standard des distributions limites de
Ti, T2, T3, F1, Fa, F3
empéchent le calcul analytique de valeurs critiques

+ Dickey-Fuller proposent des valeurs critiques tabulées pour

(SSR. — SSRc) /1
SSRa./(n — k)

avecr et k les # de restrictions et paramétres (modele non-contraint)

F =

| Etape (1) Etape (2)
| Bomd=fi=6-0 Fmd=i=0  FRi—g=a=0
T | 1% 5% 0% | 1% 5%  10% 1% 5% 10%
50 | 931 673 561 | 702 513 431 | 706 48 394
100 | 873 649 547 | 650 488 416 | 670 471 3386
250 | 843 634 539 | 622 475 407 | 652 463 381
500 | 834 630 536 | 615 471 405 | 647 461 379
oo | 827 625 534 | 609 468 403 | 643 459 378
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Les valeurs critiques de Dickey-Fuller

+ Dickey-Fuller proposent des valeurs critiques tabulées pour
?17 ?27 %\3
Note 1 Les distributions limites ressemblent toutes a I'Eq. 11

Note 2 Elles different légerement selon la présence de 1 # 0 et/ou 6 # 0,

| M1: 7y M2: 7y M3: 73
T 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
50 | -415  -350  -3.18 | -3.58  -2.93  -260 | 262 -1.95  -1.61
100 | -404  -345 315 | 351 289  -2.58 26  -1.95  -1.61

250 -3.99 -3.43 -3.13 -3.46 -2.88 -2.57 -2.58 -1.95 -1.62
500 -3.98 -3.42 -3.13 -3.44 -2.87 -2.57 -2.58 -1.95 -1.62
00 -3.96 -3.41 -3.12 -3.43 -2.86 -2.57 -2.58 -1.95 -1.62
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Le test de Dickey-Fuller Augmenté : le modéle AR(p)

* Le test précédent se limite au modele AR(1) mais qu'en est-il si
Xr=p1 X1+ ...+ 0pXep + &
car déterminer et tester les p racines est un tache complexe ?
+ Pour simplifier le probleme introduisons p = ¢1 + ... + ¢ et
§=—(Gr1+d2t... +dp)
pourj=1,2,...,p — 1desortent qu'on puisse écrire
e = ((1 —pL) — (Bl + EL% + ...+ &1 L7 (1 - L))xr
=Xe — pXic1 — §1AXe—1 — E2AX—9 — ... — o1 AXi—p
etX; = ¢1Xe—1 + ... + ¢pXi—p + € de maniére équivalente car

(1—pL) — (1L + &L+ ... + & 1L ) (1 —L) =1 — ¢1L — ol — ... — $pI°
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Le test de Dickey-Fuller Augmenté : intuition

+ La reformulation nous ramene vers un modeéle proche du test DF
p
X = PXr—l + ZQAXr—j + &t
j=1
* Siunedesracinedel —¢1z— ... —¢pZPestz=1,p=1oup =0
p p
AXe=(p—DXeo1+ ) GAXj+e=¢Xea+ ) §AX +&
j=1 j=1
+ La formulation du test de racine unitaire reste alors
Ho:¢=0versusH;: ¢ <0
¢ La distribution limite des OLS pour ¢ reste celle du Th.6
= la distribution de la statistique de “type” Student

_&

T3 = =
T¢

reste celle de 'Eq. 11 mais les 7¢; ont une distribution standard
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0.b.

0.c.

0.d.

Note

La procédure de Dickey-Fuller Augmenté

La procédure du test ADF est identique a celle du test DF

Il est néanmoins crucial ici de déterminer p auparavant

. Estimer le modele

pmax

AXe = pu+ 6t + ¢Xeo1 + ) GAXej + &

j=1

Contréler la présence d'auto-corrélation sérielle des résidus (test de Ljung-Box)
Si les résidus sont auto-corrélés on augmente pmax

Si les résidus sont non auto-corrélés on teste avec p < pmax

. On garde le plus petit p qui satisfait 0.d. et on passe a I'étape 1.a.

L'utilisation des critéres de sélection est aussi possible
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La procédure ADF en présence d’ARMA(p, q)

+ La procédure du test ADF reste identique
= Elle repose la représentation AR(co) des ARMA(p, q)
« Il faut chercher une I'approximation par un AR(p < o)
+ Dans ce context les critéres AIC ou BIC sont a privilégier
Note La procédure de sélection de p est importante pour que
Ti, T2, T3

possedent les distributions (non-standard) attendues
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Le test de Phillips-Perron (PP) : intuition

+ L'éradication de l'autocorrélation sérielle de ¢; peut étre délicate
= PP proposent une correction non-paramétrique basée sur
A
la variance de long terme de ¢;

+ L'estimateur proposé repose sur les autocovariances empiriques

n
() =n~" EiEij
t=j+1

et s'exprime comme (I'estimateur de Newey-West)

3 =40 i( )50

+ Une statistique corrigée de type Student en découle

o [A@p-1 1, o 1n5,
c = [ S (A = A(0) = =1,2,3
7 X 5 (An =3 (0)) i

=~ =

Og

n
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Le test de Phillips-Perron (PP) : implémentation

* Le test de PP s'applique de maniére identique au test de DF

+ La correction dépend en revanche d'un parametre de tuning q
= ce parametre de troncature ne doit pas croitre plus vite que
n1/4

sous peine de non-convergence de \2 vers A2

= Sous cette condition, la correction est valide, et

 d

)

7j

i

Note Les distributions des statistiques de type Student sont identiques a DF et ADF pour chacun des 3
modeéles
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Le concept de régression factice

La non-stationnarité n'a pas pour seule conséquence I'émergence de distributions limites
non-standards

Supposons que I'on cherche a estimer le modele
Y. =pBX: + e

avecf =0
Si Y; et X; sont des marches aléatoires, I'estimateur OLS n’est pas consistant

= [3 converge vers une variable aléatoire non-dégénérée

5 ne pouvant révéler I'absence de relation entre Y: et X; on parle de régression factice
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Théorie limite et régression factice

Theorem 7 (7)

Soit Y: et X; des marches aléatoires indépendantes, Y. = Y;—1 + n: et Xy = Xe—1 + ve avec e L ve. On
considére la régression
Y. = th + &

avec B = 0. Alors la théorie limite de I'estimateur OLS de 3

n -1 n
B:O-’— (nlzxz_1> (nlzxtlytl>
t t

nous donne aprés normalisation par n

B-0-% <ay /0 : Wx(r)zdr> <a,, | /O 1 Wx(r)Wy(r)dr>

et révéle donc l'inconsistance de B siB=0

211/243



Théorie limite et régression factice : normalisation

+ En multipliant B par n de chaque coté on obtient

-1
. 1 B n B n
n(p—p) = ) <n 12X3—1> (n 12Xr1Yr1>
t t
+ Ce qui nous donne
=N n -1 n
n(B—0)= (”_2 ZX:21> (n_l Zxr1Yr1>
t t
= En faisant passer le facteur n du terme de gauche, a droite
n -1 n
5- <n22x31> (zxy>
t t
+ La normalisation par n avait fonctionné pour la marche aléatoire

* Ici, n va disparaitre et annihiler la vitesse de convergence
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Théorie limite et régression factice : démonstration

« Enposantr =r._; = (t — 1)/n, on sait que
n X 10yt = Wy, (1) etn Y _i0, !t = Wy, (r)
* Parle Lemme (2) on obtient
n 1
n? ZXE,I i)a,%/ W(r)zdr
0
t

+ Puisque n; L v, une application multivariée du TCLF donne

ol 0 —12 ~1/2 o e d Wy(r)
(01 aﬁ) n g(yt)ﬂ(wx(r)) (14)

+ Nous pouvons alors & analyser le dénominateur n~* SrXe—1Yi
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Théorie limite et régression factice : démonstration

+ Sachant
— le Lemme (1) qui nécessite unn=! = n=/2p~Y2 car X, _; ETY,_,
— quen: L v etl'équation (14)
— que Wy(r) estconstantsi (t —1)/n <r._; <t/n
— le théoréme de Mann-Wald fonctionnel
— que l'astuce du Lemme (3) nest pas possible ici (pas les bons chocs)

n n
n? ZXr,lYt,l =n"' Z on Wy, (r)o, Wx, (1)
t

t=1

n t/n
= oy0y g / Wy, (r)Wx, (r)dr
t=1 (t=1)/n

1
:Unol,/ Wy, (r)Wx, (r)dr
0

1
L om0, / Wy (r) Wy (r)dr
0

« n~! disparait pour faire apparaitre l'intégrale
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Théorie limite et régression factice : démonstration

+ On constate alors que

- Phillips (1986) démontre un résultat similaire pour n~'/2¢;

= Sin — oo la probabilité de trouver Bsigniﬁcatifapproche 1 car la distribution de t?; diverge a une vitesse
1/2
n

+ Phillips (1986) montre également qu'en présence d’'une constante « dans la régression, la
distribution de & diverge
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Rappels : test de Durbin-Watson et R?

* Le test DW est un test d’autocorrélation a I'ordre 1 pour
Ve = BXc + U, Ur = QU1 + &
avec |p| < lete, ~ WN(0,02)
+ Le test requiert également que x; # y:—1 et sous
Ho:p=0versusH;: ¢ #0

voit sa statistique de test
2
~2(1-9)€[0,4]

suivre une distribution non standard dont les valeurs critiques dy et d; sont tabulées et encadrent
des seuils inconnus d et ds

= Une lecture rapide pointera vers un non rejet de Ho si DW =~ 2

0 d, 2 d, 4

d; ' d; 4-dy 4-d,
H, Hy H,

216/243




Rappels : R?

* Le coefficient de détermination est donné par
n 1 n
R=1-(n) (X#)
t=1 t=1

La statistique R? un estimateur de la quantité théorique

+ Dans le cadre des ARMA(p, q), on ne connait sa distribution limite
ViR — R N/\/'(O 102 (02) Zp,)

que pour q = 0 et dans un cadre non-stationnaire, elle devient non-standard

En présence de régression fallacieuse, elle est non-dégénérée

= R? pointe vers des valeurs > 0 et donc erronées

= DW pointe vers des valeurs anormalement basses
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Exemple : régression factice

+ Soit X; et Y; deux marches aléatoires indépendantes

60 -
40 |

20 |

20

-40 4

-60 -l

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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Exemple : régression factice

+ Estimons le modéle
Xe = Bo+ 1Y + &
pour lequel on s'attend a trouver $; = 0
= pourtant les résultats indiquent un relation significative
Included observations: 1000

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C 9.557269 0.482904 19.79125 0.0000

Y -0.700810 0.024364 -28.76363 0.0000
R-squared 0.453254 Mean dependent var 18.87462
Adjusted R-squared 0.452707  S.D. dependent var 15.30898
S.E. of regression 11.32547 Akaike info criterion 7.693984
Sum squared resid 128009.8 Schwarz criterion 7.703799
Log likelihood -3844.992 Hannan-Quinn criter. 7.697714
F-statistic 827.3464 Du rbin-Watson stat 0.011903
Prob(F-statistic) 0.000000
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Exemple : régression factice

+ Estimons a présent le modéle
AXt = BIAYt =+ u;
pour lequel on s'attend a trouver $; = 0
= aprésent on constate qu'il n'y a aucune relation entre X; et Y;

Included observations: 999 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C 0.051278 0.031154 1.645935 0.1001

DY 0.035033 0.030722 1.140296 0.2544
R-squared 0.001302 Mean dependent var 0.050595
Adjusted R-squared 0.000301  S.D. dependent var 0.984653
S.E. of regression 0.984505 Akaike info criterion 2.808644
Sum squared resid 966.3420 Schwarz criterion 2.818467
Log likelihood -1400.918 Hannan-Quinn criter. 2.812378
F-statistic 1.300276 ~ Durbin-Watson stat 2.072721
Prob(F-statistic) 0.254437
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Régression factice et intégration fractionnaire

Tsay et Chung (2000) étendent les résultats de Phillips (1986) au cas fractionnaire

Soit deux processus a mémoire longue

Ve ~ I(0y) et x. ~ I(dx) avec &y, 6y € (0,1/2)
Tsay et Chung (2000) montrent que

— lerisque de régression factice existe des lors que &, + 0x > 1/2

= méme si les deux processus sont stationnaires !

La démonstration de ce résultat est bien plus complexe et dépasse de loin le niveau M2
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Ce qu'il faut retenir

+ La notion de non-stationnarité est protéiforme

+ Dans un cadre linéaire, la stationnarité disparait si v(h)* = oo

Il existe des processus stationnaires dont «(h)? < oo mais |y(h)| = oo, on parle de processus
mémoire longue

* Plus généralement les processus sont I(6 € R) et § = 0 ou § = 1 sont des cas particuliers
+ Si§ > 1/2, la non-stationnarité survient car vy(h)* = oo
+ Si § = 0 on connait la théorie limite des OLS

+ Sid = 1lathéorie limite des OLS devient non standard et le risque de régression factice émerge

+ Cerisque émerge en réalité pour o, + 6, > 1/2
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Les concepts de convergences

+ Soit X; une fonction de n variables aléatoires X, = f(Y1,...,Ys)

— L'étude du comportement de X, quand n — oo est cruciale
— f(.) sera souvent un estimateur

— L'étude de ce comportement limite repose sur différentes notions de convergence
o convergence presque siire

o convergence en probabilité
o convergence en moyenne quadratique

o convergence en loi
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Convergence presque sire

+ Implications: quand n — oo, X,, tend de fagon certaine vers une constante (i.e. une variable
aléatoire dégénérée)

Definition 24 (24)

Xn converge presque sdrement vers une constante c si,

Pr < lim X, = C) =1

n—oo

+ Notation mathématique: X, =5 ¢

+ Explications: Comme X, tend vers une valeur constante de maniére certaine, sa distribution
asymptotique est une masse ponctuelle
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Densité

Convergence presque sire: lllustration

n petit

Densité

n grand
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Convergence en probabilité

+ Implications: quand n — oo, X, tend vers une constante

Definition 25 (25)

X, converge en probabilité vers une constante c, si pour toute valeur de ¢ > 0,

lim Pr(|X, —c| >¢) =0

n—oo

* Notation mathématique: X, 2s¢ ou plim X, =c

+ Explications: La convergence en probabilité n'est pas stricte comme la convergence presque s(re et
on parle également de convergence au sens faible. Par conséquent, X;, converge asymptotiquement
vers une quantité aléatoire dont la densité est trés concentrée autour de ¢
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Convergence en probabilité: lllustration

Densité Densité

e grand € petit
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Convergence en moyenne quadratique

+ Implications: quand n — oo, X,, tend vers une constante

Definition 26 (26)

X, converge en moyenne quadratique vers une constante c, si E (|Xn|2) < o0 et si pour toute valeur de v > 0,

E <|x,1 . c|2> <

+ Notation mathématique: X, =5 ¢

+ Explications: X,, converge en moyenne quadratique si sa distribution est centrée surc, i.e. E(Xy) = ¢
et si sa variance tend vers 0 asymptotiquement, impliquant une densité tres concentrée autour de ¢
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Convergence en loi

+ Implications: quand n — oo, X, tend vers une autre variable aléatoire et dont la distribution est
asymptotiquement équivalente

Definition 27 (27)

Soit Fn(.) la fonction de répartition de X,. X, converge en loi vers une variable aléatoire X définie sur un support
X(£2) et ayant pour fonction de répartition F(.) si,

lim Fn(z) = F(z), Vz € X(Q)

n— oo

- Notation mathématique: X, —— X ou X, —— L

+ Explications: Asymptotiquement la distribution de X, est donc identique a celle de X, ce qui implique
des fonctions de densité et de répartition identiques: X, et X sont identiquement distribuées
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Convergence en loi: lllustration

Densité Densité

n petit n grand

densité de x ~

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
/ 1
/ 1
/ |
. |

densité de x,, / | \
/ \
y ! N

- | —

c

230/243



Loi faible des grands nombres

+ Implications: il s'agit d'un théoréme portant sur une séquence de variables aléatoires i.1i.d.

Theorem 8 (8: Weak Law of Large Numbers)

Pour une séquence de variables aléatoires i.i.d. , X; = Xi Xn, la moyenne empirique de ces variables
converge en probabilité vers l'espérance de X;

n

- 1 »
X=>>"X-5EX
nt:l [ (t)

+ Par la suite on notera LLN la loi des grands nombres
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Loi forte des grands nombres

* Notes: Il existe des versions fortes de cette loi

plim X = lim n~') "E(X) siX; indépendant Vt (15)
t=1
= psiXe ~ iid. (16)

Theorem 9 (9: LLN Kolmogorov)

Pour une séquence de variables aléatoires i.i.d. , X; = Xn, SiE(|X:|) < oo, la moyenne empirique de
ces variables converge presque sidrement vers l'espérance de X;

o1y as
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Loi forte des grands nombres

+ Le théoreme LLN de Markov relache I'hypothése de distribution identique au co(t de conditions sur
les moments plus élevés

Theorem 10 (10: LLN Markov)

Pour une séquence de variables aléatoires inde’pendamment mais non-identiquement distribuées,
,Xn, avec E(X;) = pe et V(X;) = o2, si

Z <E(Xf _ H 1+m)/tl+m> < 50

t=1
pour m > 0, alors

X =
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Vers un théoréme de la limite centrée
Soit une séquence i.i.d. ,X; = Xi,...,X, de moyenne
n
X = n71 ZX:
t=1

D'aprés la LLN de Kolmogorov, X =5 E(X,) sin — oo

— la distribution asymptotique de X est dégénérée

= Comment construire une statistique inférentielle?

La logique consiste & opérer une transformation de X tel que
T(X) - £
avec L une distribution non dégénérée

Cette transformation sera généralement de la forme

T(X) = vVn(X - E(X;))
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Pourquoi une telle transformation?
« Pour simplifier supposons E(X;) = 0 et T(X) = n®X
— CommeX; ~ i.i.d. ,E(X;) =0, V(X;) = 02 et Cov(X;,X;) = 0, i #j
+ On en déduit alors

+ Car:

VX)=V (rll Zn:Xi> = %V (i)ﬂ‘)

i=1

,le Z x,+2ZZCavxl,xj

i=1 j=i+1

1 & 1 « nol ol
_ 1 e 2 Nox _ 0Ox
T n2 ZV(X’) T n2 ;UX T n2

i=1
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La vitesse de convergence

* Pour o > 0 considérons trois cas
— a>1/2etdonc2a0—1>0
lim V(n®X) = o2 lim n?>*~! =
n—oo n—oo

— a<1/2etdonc2a—1<0

lim V(n®X) = o2 lim n?*~1 =0
n— oo n—oo
— a=1/2etdonc2a—1=0
lim V (n®X) = o2 lim n?*~! =42
n—oo n—oo

= La normalisation \/n préserve la variance de X;

= Ondit que X — E(X;) converge a la vitesse \/n
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Le théoréme central limite

Theorem 11 (11: TCL de Lindeberg-Levy)

Soit une séquence i.i.d. , X; = Xi, .. . , X, d'espérance E(X;) = m et de variance finies V(X;) = o> D'apres le
théoréme central limite de Lindeberg-Levy,

Zn=vn(X-m) -5 N(0,0%) =2,

avecn — oo et Z, s'exprimant également comme

n

Z(Xt—m):nfl/zzn:(xt—m):\/ﬁ

t=1 t=1

+ D'autres théorémes centraux limites existent

— TCL de Lyapunov (développé par la suite)
— TCL pour martingales et processus mélangeants (non présentés)
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Le théoréme central limite

Theorem 12 (12: TCL de Lyapunov)

Soit une séquence i.ni.d. , X; = X1, ..., Xy d'espérance E(X;) = . et de variance finies V(X;) = 2. D'aprés
le théoréme central limite de Lyapunov, si

n

n
g 1 ( 2+m 2 2
lim o | D OE(Xe — pe*™) | <00, si=1 ot
n—oo sn —

=il
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La distribution asymptotique

+ Soit une séquence i.i.d. ,X; = X, ..., X, convergeant en loi vers X, une variable ayant pour
fonction de répartition F(.)

d
Xn — Lx
— F(.) estdonc la fonction de répartition de la distribution asymptotique de X,

* Dans le cadre du TCL, supposons
Vi (X, —m) 5 N(0,0%)
* Peut-on en conclure que X, i>/\/'(m, o?/n)?
= En fait, on peut uniquement dire que

X, 224 N (m, o* /n)

et que Vo (Xn) = 02 /n et Eggy (X)) = m
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Théoréme de Mann-Wald

Theorem 13 (13: Continuous Mapping Theorem)

Soit X; = Xu, . . ., Xn Une séquence de variables aléatoires et g(.) une fonction continue a valeur dans R en X.
Alors,

X -5 X = g(X) -5 g(X)

Xo X = g(X) 2 g(X)
Xn =5 X = g(Xn) =5 g(X)

« Exemples
— (Xn, Yn) =2 (X, Y) implique (XnYn) —2 XY

— (Xn, Yn) =2 (X, Y) implique (Xn/Yn) 25 X/YSiY #£0
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Théoréme de Slutsky

Theorem 14 (14: Théoréme de Slutsky)

SoitXe = Xa,...,XnetY, =Y1,...,Y, deux séquences de variables aléatoires telles que X; L Xet

Y. 25 ¢ + 0. Alors,
X, X
X4+ Y-S X+e XY-5Xe ?f LI -
t

+ En supposant que X; i)./\/(m, o) et que Y, 252, le théoréme nous apprend que

X4, N(my2,02/4)
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Thank you!
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