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Estimation

Estimation des modéles linéaires

Objectif Identifier un modéle linéaire approprié pour une série {)Z't}?zl

m Cela implique de résoudre plusieurs problémes itérativement

estimer px (afin de travailler avec X; = X, — nx)
estimer les coefficients du modéle (dans la classe des ARMA(p, q))

sélectionner ’ordre des retards optimaux p et ¢

2

estimer la variance du bruit blanc o7

m Dans un second temps, le modéle sélectionné devra étre
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soumis & des tests de diagnostic (e.g. sphéricité des erreurs)

étre utilisé pour de la prédiction
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Estimation

Estimation de ux

m L’estimateur de la moyenne px d’un processus stationnaire X; est

® X,, la moyenne empirique, est un estimateur non-biaisé car
E(X,)=n""(EX; +... +EX,) = ux
m La MSE de X, est donnée par

E(X, —px)? =V(X,) = *"’ZZCOU (Xi, X;)
=1 j=1
=n"2 > (n—li—jh)yx(—3j)
i—j=—
=nt Z (1-n 1|h|)’yx(h)
h=—n
m Si Xy ~ ARMA(p, q), vx (h) est absolument sommable et
: oy _ -1
lim V(X.)=n h; yx (h)]
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Estimation

Inférence autour de px

m Sous certaines conditions on peut montrer que

n2 (X = i) ~ N(0, 3 (LRl (w))

|h|<n
e.g. Si X; est Gaussien ou linéaire ce résultat est valide

m Une approximation de Uintervalle de confiance (IC) a 95% est alors

1/2 y1/2

(X =196 75, Xn + 1.96 1/2)

/27
ouv =7y > _ vx(h), généralement inconnu, devra étre estimé aussi
m Considérons un exemple : soit un AR(1) avec |¢1| < 1,
Xi = px = ¢1(Xem1 — px) + &1, 1x(h) = ¢)"o2 (1 - 67) ™
et donc v = (1+237°, ¢")a2(1 —¢1) ' =02(1 — ¢1) 2
m On peut alors construire 'IC & 95% pour px :

Tn £1.960n (1 — ¢1) "
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Estimation

Estimateurs de yx(.) et px(.)
m Les estimateurs de ’ACovF et I’ACF sont. données par

n—|h|

A(h) =n"" Z (Xetin) — Xn)

t=1
et p(h) = 4(h)/4(0)
m Ces estimateurs sont biaisés mais si on replace n~" par
(n—h)~"
ils sont presque pas biaisés pour n grand

m On peut montrer que pour p = (p(1), ..., p(k))’ les ACF empiriques sont
approximativement Normales

P N(pn W)

avec W une matrice de covariance dont les coefficients sont donnés par
la formule de Bartlett

o o]

wi; = Z (k +14) + p(k — i) — 2p(i)p(k))

=1

x (p(k +3) + p(k = ) *2P(J)P(k))
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Estimation

Inférence autour de yx(.) et px(.)
m Prenons l'exemple d’'un AR(1) et comparons-le avec ’ACF empirique
Xi=¢1 X1+

avec |¢1] < 1| de sorte que nous savons que px (h) = llh‘ et donc

wi =Y G (e — o0+ D #(gr' — ¢1)?
k=1 k=i+1

= (1=t (1 +eD)(1 - 1) —2i¢™
m Considérons le niveau annuel en “pieds” du Lac Huron (1875-1972)
m Supposons que l’estimation du modéle AR(1) donne

z¢ — T =0.791(zi—1 — T) + &¢
m On peut alors calculer p(h) et le comparer avec
px (h) = ¢l
les intervals de confiance a 95% étant donnés par
p(h) +£1.96n " ?w/? i=1,....h
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Estimation

Analyse graphique de px(.) et p(h)
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m L’allure des données :

= stationnarité et faible de dépendance donc I’AR(1) est un bon candidat
m Analyse de ’ACF empirique et ses intervalles de confiance :

= I'ACF théorique touche les intervalles aux retards 2 & 4

= cela suggére une certaine incompatibilité entre les données et le modéle
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Estimation

Analyse graphique de px(.) et p(h)

m Dans ’hypothése ot X: serait une séquence i.i.d. (0,03( < 0)

ce qui implique que 95% des fois, p devrait tomber dans 'intervalle

ce qui ici revient

ACF
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Estimation

Les estimateurs de Yule-Walker d'un AR

= Soit un processus AR(p) stationnaire : X =377, ¢; Xi—; + &
m On a vu au Ch. 1 qu’en multipliant par X;_;, de chaque coté ...
. et en prenant I’espérance, on obtenait les équations de Yule-Walker
= Exprimées en terme d’ACovF sous forme matricielle on a
Ppdp =
avec I'y = [y(i = 5)]} ;=1 et ¥p = (v(1),....7(p))
m Dans la pratique on voudra remplacer v(j) par 7(j) et construire
$p = ﬁ;lﬁp
Pestimateur de Yule-Walker des p coefficients AR ainsi que
72 =30)(1 -1, py)

ot pp = (p(1),- -, p(p))" = ¥»/7(0)
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Estimation

Inférence et équations de Yule-Walker

m On peut montrer que pour n — oo sous certaines conditions

6o “ES N (p,n 02T,

m En remplacant o2 par 62, on peut écrire que lintervalle
;Zgj + ‘1’17(1/2”71/235
contient ¢; avec une probabilité de (1 — a) avec
D1_qn2

le quantile & (1 — a) d’une distribution normale centrée réduite

G. de Truchis



Estimation

Les estimateurs de Yule-Walker en présence de composantes MA

m La limite de Yule-Walker se rencontre pour les ARMA(p, g > 0)
p q
Xt = Z¢th—j +e+ Zegft—j
j=1 j=1
m En effet, les équations & solutionner pour p > 0 et ¢ > 0 sont
9 q
A(h) =13 = 1) — ... = dA(h —p) = 02 Y 00
j=h

ot les ¥, = O(2)®(2) ™! sont les coefficients de la forme MA (c0)
m On voit que malgré son écriture simple, ce probléme est non-linéaire
= On ne peut garantir ’existence et I'unicité de la solution

Note Pour un processus MA pur, il est possible d’utiliser Yule-Walker
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Estimation

Les estimateurs de Yule-Walker d'un pure MA

m Soit un MA(1) avec [01]| < 1: Xy =& + O164—1

= On sait que (cf. Chl) 3(0) = 52(1 + 67) et

~

601

(1) = ——
p(1) 7

= On a vu qu'on peut en déduire 8, € R si |p(1)| < 1/2 (6, € C sinon)

0(1) = (2p(1)) (1 - (1 - 4p°(1))"?)

et
52 = (1+61)7(0)

Note Si |p(1)| = 0.5 on trouve |01] = 1 et le processus n’est pas inversible
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Estimation

PACF : estimation et inférence

m Comme énoncé au C1, Yule-Walker nous permet d’obtenir les PACFs
m Les PACFs empiriques peuvent également s’obtenir via la régression
Ty = $1,jxt—j +-+ ng,jl’t—j + &t
avec lestimateur OLS (ou MLE Gaussien)
or

donnant la corrélation partielle d’ordre j

m La théorie limite de ces estimateurs nous révéle que pour j > p
s “HN (0,0 7)
et donc qu’un intervalle de confiance & 95% construit autour de
¢35 =0

est simplement donné par (formule de Quenouille)
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Newey-West

m Si le temps nous le permet je reviendrai sur cette estimateur
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Rappels MLE

m Vous connaissez déja lestimateur du Maximum de Vraisemble (MLE)
m Pour un ensemble de paramétres ¢

m le MLE est convergent
9 L5 99
m le MLE est asymptotiquement efficace
V(9) = I, (¥o)
m le MLE est asymptotiquement normalement distribué (pour des lois exp)
Vi —90) <5 N (0, 1, (90))

ou I, 1(190) représente la matrice d’information de Fisher

m sous certaines hypothése de régularité

Note 1’élément crucial dans la construction de la vraisemblance étant le choix
de la distribution
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Densité conditionnelle Gaussienne et AR(1)
m Soit un ARMA(p, ¢) dont on suppose &; ~ N(0,02)
P q
X = Z¢th—j +eée + Zejét—j
Jj=1 j=1

m Sion sait que p=1et ¢ =0, on a un AR(1) pour lequel on sait que

X1 ~ N, 02 (1— ¢ h

1 22
:>fx1($1;¢1):(ﬂxv2ﬂ)7lexp<—§ j)
Ix

X2|X1~N(¢'1X1,U§)

= Fxalx, @2lz1:61) = (02VET) L exp ( -

Xn|Xn-1 ~N(¢p1Xn—1,07)

1 (zn - ¢1In—1)2>

2 O¢

= Fxnix, s @nlEn 15 61) = (0e3/3T) " exp ( -
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Maximum de Vraisemblance Gaussien Exact et AR(1)

m Des densités conditionnelles découle la fonction de vraisemblance

(1—gH)/2 (1—¢Ha2\ = 2
Ly (¥ = - | I _
n{:82,0 0, 5n) (e v2m T 202 L1 &P\ 7 502

m Dont I’écriture sous forme de log-vraisemblance donne

ln(D521, ... xn) = —%ln (((fi\/%?n> — % ((l — 1)zt +zn:fsf)

avec ¥ = (¢1,02)’
m Le second terme fait intervenir : RSS. :=Y_}" , €2
m On peut constuire un OLS conditionnel basé sur la minisation de RSS.
m Ou un OLS non-conditionnel basé sur RSS. + (1 — qb%)x%
Note Seul le MLE permet de gérer la non-linéarité engendrée par ¢ > 0

~

Y= argr}glggfn(ﬂ;xl, ey )
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Maximum de Vraisemblance Gaussien Exact et AR(p)

m Dans le cas d’'un AR(p), il nous faut isoler

fxpxp 1 X1 (Tpy Tp—1, -, Y13 D)

Rappel La vraissemblance Gaussienne de X,, = (X1,...,X,)’ s’écrit
0l X1, 0, Xn) = (27) 2(Tal) ™ exp (= 1/2X005 " X0 )

m Pour X, = (X1,...,X,) ona

Yoo M e Y1
T Y% - Yp-2
r,=| . : .
Yp-1 Vp-2 -+ M

et donc la densité Gaussienne des p premiéres observations devient

_ _ 1 _
P Xty (@ @, w0 9) = (27) V(D) exp (5 X011 X))

menant a la densité Gaussienne compléte fx,, ... x, (Tn,...,z1;9) =
n
fX;uprhule (xpv Tp—1s--- ,.T1;’L9) H th\Xt_17~-7Xt—p(xtlxi—lv sy Tt—p; 19)
t=p+1
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Maximum de Vraisemblance Gaussien conditionnel et AR(p)

m Il est possible de considérer les p observations comme déterministes
m En conditionnant la densité compléte sur ces p observations on obtient

an,“.,XpH\Xl,...,XP (fvm <. 7Ip+1|1717 <oy Tpy 19) =

n
I s, @z, e 9)

t=p+1

m Dés lors, dans la construction de la vraisemblance, on sacrifiera
/
X, = (X1,...,Xp)

m Mais le probléme d’optimisation s’en trouvera simplifié

1 1 1 i

t=p+1

et il y aura équivalence avec les OLS
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Maximum de Vraisemblance Gaussien conditionnel et MA(q)
m Partons de X7 ou

X1 =¢e1+01e0+...+ 0q87q+1
sous I’hypothése que €9 = (0,61, ..,6—q+1) = 0, qui nous donne
1 X2 — 2
exp (_( 1 261))
V2ro2 20¢
Pour X3, notons que X; et donc 1 est observable

Xo=e2+ 0161+ ...+ 04e_q42

(X1leo =0) NN(O,O‘?) = fx|eo(T1]€0; ) =

ce qui nous donne

(X2|X1 = T1,€0 = 0 NN(9181,05)

et donc fx,|x, e (T2|®1,€0;9) = ( M)
2)?

27rd

e (- 5or)

= ex

2mo? P ( 202

En itérant on obtient, de la méme maniére que pour les AR, la vraisem-
blance conditionnelle

Ca(9i 31, 1) = _g In (((7\1/27”) _ 2(17 (tzj;a?)
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Vraisemblance Gaussienne et ARMA(p, q)

m Pour p > 0 et ¢ > 0, en se basant sur I’AI (Ch. 1) et
E(Xn_H — )?n+1)2 = O'?Tn
une écriture générale de la vraisemblance Gaussienne est possible

1 1 & (z—35)?
Lo(9521,...,20) = exp | — — )
(%521 ) (2m02)rg i TH_1 ( 202 Z

Ti—=
e

m Les estimateurs du maximum de vraisemblance (Gaussien) sont alors

~ 2
~2 -lo(g . N (z; — @)
g:=n" " SWOp,q;T1,...,ZTn) OU S(Vp,q;T1,...,Tn) = —

=1
3
et
I n I A A !
ﬁp;q = (¢17--->¢P>017“'a0¢Z)

sont les valeurs qui minimisent ('opposée de) la log-vraisemblance Gaus-

sienne concentrée

Ly (Up,q;21,...,2n) =1n (n_ls(ﬁp,q;xl, ) +n! Z Inr; ¢

Jj=p+1
Note Concentrer : résoudre sur un parameétre puis le faire dépendre des autres
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MLE

Inférence et vraisemblance Gaussienne d'un ARMA(p, q)

m Pour n — oo on peut montrer que r, =1 et
LN (9,07 V(0))
La covariance n~ "V (1) peut étre approximée via
ﬁn(ﬂ; T1,..., xn)_l
la Hessienne numérique évaluée par I'optimiseur a 'optimum
= Les écarts-type seront donc aussi évaluables
m Pour des ARMA simples, la variance asymptotique est disponible
= Pour n grand, I'usage direct de n~'V(4) sera donc possible

Note Sin est petit, vous verrez au S2 qu’il existe des techniques de Bootstrap
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Variance asymptotique et vraisemblance Gaussienne

m Pour un AR(p) stationnaire, V(¢) est identique & celle de Yule-Walker
V(dp) = U? Iy !

et plus particuliérement pour un AR(1) et un AR(2) on obtient

V(1) = (1= ) et V(d2) = (—q(sl 1 i;) G . ﬁ))

m Pour un MA(q) inversible, il faut adopter une écriture en AR(q)
Xi+0Xe1+4+ ... +0,Xi—g =6

et il peut étre montré que V(¢4) = U?F;l et eg.pourg=1et ¢g=2

V(1) = (1 —67) et V(¥92) = (9511_79392) 9%517—9%»

m Pour un ARMAC(1, 1) stationnaire causal on peut montrer que

_ 14+¢ib (1= (14 ¢101) —(1—07)(1—¢7)
V(1) = (61 + 01)2 <_(1_9f)(1_¢§) (1—(9%)(14—@5191))
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Estimation d'un AR(1) et inférence

m Considérons les rendements du Dow Jones journalier sur quelques mois

n="77

m ’ACF et la PACF nous révélent une faible dépendance au passé
m L’estimation par MLE d’un AR(1) nous donne

Xy =0.447T1X; 1 + &4

et le logiciel utilisé nous retourne également o4, = 0.1050
m Pour I'écart-type asymptotique, og, = \/W , on trouve
V(1 —0.44712) /77 = 0.1019
= 04, €t 0, sont relativement proches
m Pour le calcul de I'intervalle de confiance & 95% on obtient
0.4471 4+ 1.96 x 0.1050 = (0.2413,0.6529)

ou
0.4471 +1.96 x 0.1019 = (0.2473,0.6468)
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Comment sélectionner un modéle

m Dans exemple S28, on peut se demander si ’AR(1) est approprié
= plusieurs réponses existent a la question de la sélection des retards
1 Dans un premier temps, les examens des ACF et PACF ont été utilisés
= approche a la Box et Jenkins pour déterminer si MA, AR, ou ARMA
2 Les critéres d’information sont plus fiables pour le choix de p et ¢
= on présentera AIC, BIC et HQ
3 Des tests de validation suivent ces procédures d’identifications

= divers tests sur les résidus
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Sélection

La méthodologie de Box et Jenkins
m L’approche Box et Jenkins s’inscrit dans la recherche de la parcimonie
= comment prédire avec le minimum de paramétres
m On peut résumer la méthodologie de BJ en 4 étapes

1 Transformer les données pour satisfaire I’hypothése de stationnarité
2 Sélectionner p, ¢ petits pour décrire la série & ’aide d’'un ARMA(p, q)
3 Estimer les paramétres AR et MA du modéle

4 Procéder & une validation de la spécification retenue

5 Prévisions

m [’étape 1 sera détaillée au C3 et 1’étape 3 reléve de la section précédente

m L’étape 2 est appelée étape d’identification par BJ et repose sur
ﬁj et (ﬁj,j, j = 1,2,‘..
dont les comportements peuvent nous renseigner sur p et gq

m L’étape 4 est détaillée dans la section suivante
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L'identification de p chez Box et Jenkins

Rappel Au C1 nous avions vu que pour un AR(p > 0)

p = inf{j[¢;; = 0}
m Dans la pratique il faut donc estimer ¢; ; pour j =1,2,..., h et tester
Ho:¢1,1 =0 versus Hi : 11 #0
= D’aprés le S15 on sait que si |¢1,1] > 1.96/1/n on rejette Ho
= si Hp n’est pas rejeté on conclu que p < 1, mais si on rejette, on teste
Ho : ¢2,2 =0 versus Hy : 22 #0
m De nouveau, si |$272| > 1.96/y/n on rejette Ho
= si on ne rejette pas, p = 1, mais si on rejette, on teste
Ho : ¢33 =0 versus Hy : ¢33 #0
m Cette procédure se prolonge ainsi jusqu’a arriver a
Ho : ¢p,p =0 versus Hy : ¢p,p #0

avec h=p-+1

G. de Truchis ESA ST1



L'identification de ¢ chez Box et Jenkins
Rappel Au C1 nous avions vu que pour un MA(g > 0)

q = inf{j|p; = 0}
m La méme stratégie peut donc étre mise en place en estimant p;

m Pour un MA(g) Gaussien, la formule de Bartlett (cf. S7) nous donne
1 q
V(p;) = 5(1+2 _E_lpi), j=q+1,q+2,...

ou dans la pratique on remplacera p; par p;
m La procédure sera alors de commencer par estimer p; et de tester
Ho:p1=0versus Hy : p1 #0
sachant que si |p1]| > 1.96/y/n on rejette Ho
= si Hop n’est pas rejeté on conclu que ¢ < 1, mais si on rejette, on teste
Ho : p2 =0 versus Hy : p2 #0
sachant que si |p2| > 1.96y/n=1(1 + 2p2) = 1.961/V(p2) on rejette Hy
m Cette procédure se prolonge ainsi jusqu’a

Ho: pn =0 versus Hy : pp, #0, avec h=¢q+1
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Sélection

Exemple d'analyse de la PACF chez Box et Jenkins

m Soit la séquence du nombre de Wolf (1770-1869) et sa PACF
m Analysons les PACFs significatives (attention, ¢o,0 = po = 1)
m Au dela de 2 retards (¢1,1 et ¢2,2), les PACFs sont dans les intervalles

= Cela suggére qu’'un modéle candidat est serait I’AR(2)

G. de Truchis
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Sélection

Exemple d'analyse graphique chez Box et Jenkins

ACF
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PACF

PACF empirique des données du Lac Huron

et ses intervalles de confiance a 95%

m Soit les données du Lac Huron vues au S8

m Analysons les ACFs et PACFs significatives

20 30 40
Retards

m La décroissance de ’ACF est graduelle ne suggérant pas un MA

m Inversement, une rupture dans la PACF s’observe au dela de 2 retards

= Cela suggére de nouveau qu’un modéle candidat serait I’AR(2)

G. de Truchis




Sélection

La philosophie du critére AIC (Akaike Information Criterion)

m L’idée de ’AIC est de minimiser une divergence distributionnelle
d(9]9) = A@D]9) — A9]0)
ou la distance de Kullback-Leibler
A(9]9) = E(—2In f(X;9)) = / —2f(2;9) In f(a;0)dx
mesure la dissimilarité entre la famille Djle fonctions de densités
{f(z;0),9 € ©}
dont on suppose que X = (X1,...,X,,)" est tiré, et f(x;9)

m En effet on peut voir que par I'inégalité de Jensen,

d(9)9) = /n —2f(z;9) In (;Ezgg)dm

> _21In ( s ;Ezg;f(m;ﬂ)dm)

ou I'inégalité de Jensen devient une égalité si f(x;9) = f(x;9)
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La construction du critére AIC corrigé

= Bien sur d(9|0) doit étre estimé et pour cela on suppose la Normalité

= Pour ¥ = (9p,4,02), f(:;9) est la fonction de densité de
Y =M,....V,)
ot Y; est un ARMA(p, q) Gaussien de paramétre 9, 4 et o2

m Supposons que & = (x1,...,T,) provient d'un ARMA Gaussien avec p,
q et ¥ ses vrais paramétres

m Notons 9 'estimateur MLE basé sur X, alors
—21n Ln(a; y)=—2Iln Ln(a; x) + 3;25(1/9;,(1;1;) —-n
et donc on peut écrire Ey(A(9]9)) comme
Eo(—2mnL,(0y)) =Eo(— 2Ly (J;2)) +Eg (62 °S(Up.g;9)) — 71
dont "approximation asymptotique du terme

2(p+q+1)n

Eﬂ(ae_zs(’?p,q;y)) = n—p—q—2

nous fourni un estimateur non-biaisé de la distance de KL espérée

2(p+q+1)n
n—p—q-—2

AICc = —2In L, (9;x) +
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Critére AIC versus AlCc

m A Dorigine, le critére AIC fut proposé comme
AIC = —2In L, (9; ) + 2(p+ g + 1)

= Asymptotiquement AIC et AICc sont équivalent
Note 1 En échantillon fini, des simulations montrent que I’AIC surestime p

= phénoméne d’overfitting
Note 2 Si le vrai p est grand, ’AICc sous-estime souvent p

= phénoméne overfitting inverse
Note 3 Les deux critéres sont basés sur deux éléments

= “qualité d’ajustement” (vraisemblance) + “pénalité” (# de parameétres)
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Critéres BIC et HQ

m De nombreux autres critéres existent dont le BIC et 'HQ
BIC Le Bayesian Information Criterion se distingue par sa pénalité
BIC = —2In L, (9;x) + (p + ¢ + 1) In(n)
HQ Le critére d’Hannan-Quinn se distingue aussi par sa pénalité
HQ = —2InL,(%;x) + (p+ q+ 1) In(In(n))
m Comparaison avec AICc :

m BIC et HQ sont consistants (pas AICc) : JeO
= p — p et § — q avec une probabilité unitaire
m AICc est efficace, i.e. minimise la MSE (pas BIC ni HQ) : 9 ¢ ©

= il minimise le risque de choisir un trés mauvais modéle
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Comparaison par simulation

m Soit des simulations Monte Carlo : AR(1), AR(2), MA(2), ARMA(1,1)

= 10000 simulations de n € {30, 60,180,500} observations

m On fixe pmax = gmax = 4 et on applique chacun des 3 critéres

= les tableaux suivants reportent les % de sélection de p et g par critére

Note V désigne le nombre de procédures d’estimation ayant abouti

DGP : AR(I)

DGP :

G. de Truchis

P ARQ) P MA®) q
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
AIC [1% [71% | 14% [ 7% | 7% AIC [ 11% | 28% | 42% | 11% | 8% AIC 17% 15% 2% 14% 12%
n=30 | BIC % | 87% | 7% | 2% | 1% n=30 | BIC |21% | 39% | 34% | 4% | 2% n=30 | BIC 36% 18% 35% 6% 5%
HQ [ 1% | 79% | 11% | 5% | 4% HQ | 14% | 33% | 40% | 8% | 5% HQ 23% 16% 41% 11% 9%
AIC [ 0% [75% | 13% | 7% | 6% AIC 1% 8% | 70% | 12% | 9% v 10000 | 9977 9902 9245 8076
n=60 | BIC |0% |94% | 5% | 1% | 0% n=60 | BIC % | 22% | 71% | 3% | 1% AIC 2% 5% 67 % 15% 11%
HQ | 0% | 86% | 9% | 3% | 2% HQ 1% | 14% | 74% | 7% | 4% n=60 | BIC 12% 13% 69% 4% 2%
AIC % [ 75% [ 13% [ 7% | 6% AIC | 0% 0% [ 78% | 14% | 8% HQ 5% 8% 72 9% 6%
n=180 | BIC | 0% | 97% | 2% | 0% | 0% n=180 | BIC 0% 0% | 97% | 2% | 0% v 10000 | 10000 | 9995 | 9961 9802
HQ [ 0% | 90% | 7% | 2% | 1% HQ 0% 0% | 91% | 7% | 2% AIC 0% 0% 77 % 13% 9%
AIC [ 0% [77% | 12% | 6% | 5% AIC 0% % | 78% | 13% | 9% n=180 | BIC 0% 0% 97 % 3% 0%
n=500 | BIC |0% |98% | 2% | 0% | 0% n=500 | BIC 0% 0% | 99% 1% | 0% HQ 0% 0% 90% 7% 3%
HQ 0% | 93% | 5% | 1% | 0% HQ 0% 0% | 93% | 5% | 2% \ 10000 | 10000 | 10000 | 10000 | 10000
AIC 0% 0% 78% 14% 8%
n=>500 | BIC 0% 0% 99% % 0%
HQ 0% 0% 93% 5% 2%
v 10000 | 10000 | 10000 | 10000 | 10000




Comparaison par simulation : ARMA(1,1)

DGP : ARMA(11) DGP : ARMA(11)
n=30 q q n=180 q q
AIC 0 1 [ 2]3 |4 HQ 0 1 2 3 4 AIC 0| 1 | 2] 3 |4 HQ 0 1 2 3 4
0 0% | 1% | 4% | 2% | 9% 0 16% | 0% | 0% | 0% | 0% 0 0% | 0% | 0% | 0% [0% 0 0% | 0% | 0% % | 0%
1| 4% | 28% | 5% | 2% | 4% 1| 41% | 0% | 0% | 0% | 0% 1 0% | 46% | 4% | 2% | 2% 1| 9% | 0% | 0% | 0% | 0%
pl2 | 9% | 6% [1%[2% [1% | p|2|21% | 0% | 0% | 0% | 0% |[[p|2 |0%| 5% |9%| 2% |2% || p|2| 12% | 0% | 0% | 0% | 0%
3| 8% | 1% | 1% | 0% | 0% 3| 10% | 0% | 0% | 0% | 0% 3| 0% | 2% | 2% | 1% | 3% 30 7% | 0% | 0% | 0% | 0%
4 |13% | 3% | 1% | 0% | 0% 4] 13% | 0% | 0% | 0% | 0% 4 |0%| 2% [1% [ 3% |3% 4] 3% | 0% | 0% | 0% | 0%
q q q q
BIC 0 1| 2]3 |4 Voo 1 2 3 4 0] 1 |2]3 |4 vV o 1 2 3
0 | 0% | 1% | 6% | 2% | 6% 0 [ 10000 | 7676 | 7514 | 5159 | 5050 0% | 0% | 0% | 0% | 0% 010000 | 9711 | 9958 | 9663
1| 2% | 39% | 3% | 1% | 2% 1| 10000 | 8066 | 7247 | 4955 | 3755 0% | 92% | 1% | 0% | 0% 1| 10000 | 9996 | 9989 | 9948
pl2 | 17% | 4% | 1% | 1% | 1% | p | 2 | 10000 | 6726 | 2411 | 1937 | 993 0% | 2% | 2% | 0% | 0% || p |2 | 10000 | 9908 | 7304 | 7870
3| 6% | 1% | 0% | 0% | 0% 3| 10000 | 6089 | 2432 | 608 | 248 0% | 0% | 0% | 1% | 0% 3| 10000 | 9913 | 8500 | 6059
4 | 6% | 0% | 0% | 0% ]| 0% 4| 10000 | 5489 | 1790 | 452 | 99 0% | 0% | 0% [ 0% | 0% 4] 10000 | 9796 | 7739 | 5674
n=60 q q q q
AIC 0 1 [ 2]3 |4 HQ 0 1 2 3 4 0| 1 | 2] 3 |4 HQ 0 1 2 3 4
0 | 0% | 0% | 0% | 1% | 5% 0 6% | 0% | 0% | 0% | 0% 0% [ 0% | 0% | 0% | 0% 0[] 0% | 0% | 0% | 0% | 0%
1| 0% | 44% | 5% | 2% | 3% 1] 66% | 0% | 0% | 0% | 0% 0% | 41% | 3% | 2% | 1% 1| 82% | 0% | 0% | 0% | 0%
pl2 | 1% | 7% | 4% 3% [3% | p|2| 13% | 0% | 0% | 0% | 0% 0% | 4% | 9% | 2% |1% | p|2| 9% | 0% | 0% | 0% | 0%
3| 3% | 2% | 1% | 2% | 1% 3| 7% % | 0% | 0% | 0% 0% | 2% | 2% | 17% | 5% 3| 7% | 0% | 0% | 0% | 0%
4 | 7% | 3% | 1% [ 1% | 0% 4] 8% | 0% | 0% | 0% | 0% 0% | 1% | 1% | 4% | 6% 4] 2% | 0% % | 0% | 0%
q q q q
BIC 0 1 [ 2]3]4 v o 1 2 3 4 BIC 0| 1 [ 2| 3 |4 v o 1 2 3 4
0 [ 0% | 0% | 1% | 1% | 3% 0 [ 10000 | 8599 | 9271 | 7843 | 8215 0 [0% | 0% | 0% | 0% | 0% 010000 | 9991 | 9997 | 9954 | 9994
1| 0% | 73% | 3% | 0% | 1% 1| 10000 | 9444 | 9228 | 8261 | 7667 1 0% | 96% | 1% | 0% | 0% 1| 10000 | 10000 | 10000 | 10000 | 10000
pl2 | 3% | 4% |1% [ 1% |1% | p |2 | 10000 | 8713 | 4472 | 4697 | 3861 || p [2 | 0% | 1% | 1% | 0% [0% | p |2 | 10000 | 9998 | 8650 | 9002 | 8717
3| 3% | 0% | 0% | 0% | 0% 3| 10000 | 8432 | 5193 | 2165 | 1520 3 0% | 0% |0%| 0% |0% 3] 10000 | 9997 | 9380 | 8143 | 7778
4 | 3% | 0% | 0%|0%]|0% 4| 10000 | 7867 | 4381 | 1902 | 698 4 |0%| 0% |0%] 0% |0% 4110000 | 9994 | 8983 | 7967 | 5808
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Sélection

Limites de |'utilisation des critéres

m On considére de nouveau les données du lac Huron (cf. S8)
m Si ’économétre balaye uniquement sur p > 0 :
= Les AICc et BIC minimum sont trouvés pour p = 2 et on obtient
X: —1.0441X;_1 + 0.2503X;_2 = &, &+ ~ N(0,0.4789)
avec AICc =213.54 et BIC = 217.63
m Si I’économétre balaye sur p > 0 et ¢ > 0 :
= Les AICc et BIC minimum sont trouvés pour p = 1 et ¢ = 1 et on obtient
X; — 0.7446X;_1 = e, + 0.3213e,_1, & ~ N(0,0.4750)
avec AICc =212.77 et BIC = 217.86

Note Les critéres étant trés proches, difficile de déterminer le meilleur modéle
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Identification

m Il est possible d’intégrer des variables exogénes, X; dans un ARMA
= mais 'identification et I’estimation du processus se complexifient
m Pour comprendre cela considérons TARMAX suivant
Yi=aoXi +tarXi1+ ... FamXiem + 11
ol v; suit un ARMA (p, ¢) indépendant V¢ de X
= Sous I’hypothése que X; ~ WN(0,0%), on a

E(Y:X:) = agox = Corr(Yy, Xy) = apoxoy’
E(Y:X:—1) = ozla'g( = Corr(Yz, X¢—1) = alaxa;l
E(Y;:thz) = QQUE( = COTT(Y't,thg) = 0(20')(0';1

ce qui implique que Corr(Y;, X;—;) est proportionnelle & 9Y;/(0X:—;)

= on peut identifier les retards de X; entrant dans le modéle de Y;
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Pre-whitening

m Mais cette identification n’est possible que si X; ~ WN(0,0%)
= Si ce n’est pas le cas, il faut blanchir X; de toute dépendance ...
. sans affecter sa relation avec Y;, c’est le pre-whitening
m Pour comprendre cette étape considérons a présent que X ~ ARM A(p, q)
i =a(L)X: + v, @x(L)Xe=0Ox(L)us
ol v ~ ARMA(p, q) indépendant V¢ de Xy, us est un bruit blanc et
uy = Ox (L) ' ®x (L)X,

1l suffit alors de multiplier Y; par le filtre © x (L)™' ®x (L) pour obtenir

Ox (L) '®x(L)Y: = a(L)Ox (L) '®x(L)X: + Ox (L) ' ®x(L)v:

ce qui nous donne 5
Y;g = a(L)ut =4 I)t

ol uz est bien un bruit blanc et les «(L) sont donc identifiables
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Estimation en étapes

m L’estimation des ARMAX nécessite donc plusieurs étapes

m identification du processus ARMA afférent X; pour déterminer
Ox (L) '®x(L)
m blanchiment de X; par application du filtre ©x (L) " 1®x (L) & X¢ et V3
m calcul des corrélations croisées entre Y; et ug
= les corrélations non-nulles signalent les lags devant intégrer le modéle

m identification du processus ARMA afférent & Y:

Note 1 L’inférence sur les corrélations croisées est simplifiées puisque
us ~ WN(0,02)

= ce qui nous raméne & la formule de Bartlett simplifiée vue au S9
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Fonction de transfert générale

m Soit X¢ = X14,..., Xk, dont tous les éléments sont orthogonaux

m La fonction de transfert d’'un ARMAX sur Y; sera alors

_ (L) ok (L) Oy (L)
Y= 50 B(L) Rt T ()™

ol Xj; g, indique que I'’exogéne rentre dans le modéle avec un retard
qui lui est propre

Xit—ay +...+

Note 1 Les polynomes i (L) ajoute de la généralité mais le plus souvent
B(L) =®v(L)™', Vk
Note 2 En effet rappelons que si 'on part du modéle
(I)y(L)th = a(L)Xt + ey(L)Et

et donc
Y: = a(L)®y (L) ' X; + Oy (L)®y (L) ‘e
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Exemple de fonction de transfert

m Soit Y; = 0.6Y;—1 +1.2X: o+ et et X; =0.8X¢—1 + us + 0.5us—1

= En utilisant la représentation en fonction de transfert on obtient
1.2 1
=106 2 T 1 061"
m Les divisions polynoémiales engendrent une décroissance infinie
Y: = 1.2(1 4 0.6L 4 0.62L? + 0.6 L% +...) X _»

+(140.6L+0.62L% +0.63L3 + .. )es

=1.2X; 2+ 0.72X¢_3 +0.432X;_4 + 0.2592X;_5 + ...

+ et 4+ 0.66¢—1 + 0.36e¢—2 4+ 0.216e¢—3 + 0.1296€¢—4 + . ..

Y: t

dans la dépendance entre Y; et Xy_;, i > 2

= On s’attend donc & voir une fonction d’autocorrélation croisée nulle en
i =0, 1 et non-nulle pour i > 2
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ARIMAX

Importance du prewhitening

m Poursuivons avec 'exemple précédent et construisons Y; et uy
Vi = (1+0.5L) "' (1 —0.8L)Y;
uy = (1+0.50)" (1 — 0.8L) X,

m Comparons & présent p(f/t,utﬂ') et p(Yz, X¢—s)

3 .._._-__.,IIII.-.

10 0 s o
o . I Retard
Retard Le graphique est basé sur des séries préblanchies

s 0
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Tests de validation

m Les procédures d’identification ne suffisent pas ...
. et doivent étre couplées & des tests de validation sur les résidus :

m Test de significativité et nullité jointe (pour rappel)
m Coefficient de détermination

m Test de nullité de moyenne des résidus

m Tests de Ljung-Box et de Box-Pierce

m Test de Jarque-Bera

= En effet, si le modéle est bien spécifié on devrait avoir & ~ WN(0,5?)

Note Ces tests pourraient également s’appliquer sur les observées
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Test de significativité et nullité jointe

Rappel

Sous certaines hypothéses de régularité on a vu que le MLE
Vil — ) =5 N(0,V(9))

cela autorise la construction de tests inférenciels usuels car
V(D = 90)/ag) ~ N(0,1)

Dans la pratique o4 est inconnu et on considére 8129 ~x*(n—1)

Si X ~N(0,1) et Y ~ x*(v), alors Z = X(/Y/v)" ' ~ t(v)

Le test de Student est alors ainsi formulé :

9 = no ~t(n—1)

G5/n
Le test de nullité jointe de Fisher s’applique de fagon standard
si 'on souhaite tester
Hy:01 =...=0p44 =
contre Hy : 35 tel que ¥, # 0 la statistique de Fisher est

(SST — RSS)/(p + q)
RSS/(n—(p+q) —1)
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Coefficients de détermination

m Les coefficients de détermination usuels sont donnés par

S &

RP=1-&Ft=1 1
S, X7 ”
n ~2

n—1 ztzl €t (2)

RP=1-
n—p—qy, X;

ou l'on préférera R? qui tient compte des retards AR et MA

ESA ST1
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Test de nullité de moyenne des résidus

m Sie; ~WN(0,02), on s'attend a ce que E(£;) = 0, et donc
g = TL71 Zé\t i) 0
t=1
Par application du théoréme central limite on a donc
1/2 € d
— — N(0,1
n'l? 5 L)

m On donc peut tester la nullité de € en construisant

e+ <I>1,a/2n71/235
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Tests de Ljung-Box et de Box-Pierce
m Sie; ~WN(0,02), on s’attend a ce que v(j) = p(j) =0, Vj > 0

m Plutot qu’étudier chaque IC autour de p(j) comme au S8...

. on peut construire une seule statistique (de type portmanteau) :

m La statistique de Box-Pierce étudie le comportement limite de @
h
Qer=nY_ p’() ~x*(h—p—aq)

j=1
si on test Ho : p1 = ... = p, = 0 contre H; : 3j tel que p; #0

m La statistique de Ljung-Box est un rafinement de @ ou
Qe =n(n+2) Z )/(n—35) ~x*(h—p—q)

siontestHo:p1:...:ph:()contreH1:Hjtelquepjyéo

Note Si ces tests sont appliqués sur les observés, les distributions sont x2(h)
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Test de Jarque-Bera

m Si on suppose que g, ~ i.i.d. N (0, a?), on peut tester cette hypothése

m Le test de Jarque-Bera permet cela a travers une unique statistique

Syp = Sk + g7 (Ku =3)" <5x°(2)

ou Sk et K, représentent les coefficients de Skewness et Kurtosis resp.

= Si Sy5 > xi_a(2) on rejette Ho de normalité des résidus au seuil de a%
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Méthode du Maximum de Vraisemblance

m Partons d’un exemple : soit un échantillon X; = X1, -+, X, ~ P(9)

m P(¥) dénote la distribution de Poisson dont la fonction de masse est
exp(—19)9*

Pr(X; =) = =

, 9>0, Ve N
m Soit une réalisation de ’échantillon x; = x1,--- ,xp
m La probabilité d’observer cette réalisation est

Pr (X1 =z1)0,--,N(Xp = n))

m L’indépendance des tirages donne 1’équivalence avec le produit des pro-
babilités marginales

Pr((X1=a21)N,-,N(Xn =2,)) = HPr(Xi = 1)
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L'estimateur du Maximum de Vraisemblance

m En remplagant par la fonction de masse de la loi de Poisson on obtient

n -9 qz; >tz
e Vi —nd Yoi=1%i
Pr (X1:.’L’1)ﬂ--v ﬁ(Xn::I;n) = —e "
(1= =) = [0
m Il s’agit donc d’une fonction dépendant de z1,--- ,z, et de ¥
m ¢ est un paramétre inconnu mais on observe xi,--- ,xp

m Par la suite on notera :

Lp(®;21,-- ,@n) =Pr (X1 =2z1)N, - ,N(Xn = zn))

m Le principe du maximum de vraisemblance est le suivant :
m Trouver le ¥ qui maximise la probabilité d’apparition de x1,--- ,zp

m [’estimateur du maximum de vraisemblance est donc :

¥ = arg max L, (9;x1,- - ,Tn)
YERT
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Rappels MLE

L'estimateur du Maximum de la log-Vraisemblance

m Dans le cas de 'exemple reposant sur la loi de Poisson on a
~ 9 192?:1 i

Y =arg maxe " S —
VERF [T, !

m La formule est complexe et la présence d’un produit n’arrange rien

m Simplifions le programme de maximisation en considérant la log-vraisemblance

9 = arg max In L, (W21, ,2zn)
YeERT

m Dans le cadre de notre exemple la log-vraisemblance est

InLy (9521, ,20) = —nﬂ—&—ln(ﬁ)in —1In Hxl-!
i—1 i=1
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Conditions nécessaire et suffisante

m La condition nécessaire répond a la question

m Le probléme admet-il une solution ?

= Pour répondre on annule la dérivée premiére par rapport a 9

In Ly (91, - - - - - -
9In n( T, ,:En) A:—n+19_12111:0<:>19:n_12$i
99 9 i=1 i=1

m Ici, la log vraisemblance est maximisée par la moyenne empirique

m La condition suffisante répond & la question

m Cette solution est-elle un maximum ?

= Pour répondre on regarde le signe de la dérivée seconde par rapport a ¢

n
=92 le <0
) i=1

2 InLn(% 21, ,2n)
o192

m Négatif donc bien un maximum
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Log-Vraisemblance Gaussienne

m Dans ’exemple, il s’agissait de variables aléatoires discrétes
m Dans le cas de variables aléatoires continues, I'intuition est la méme

m Néanmoins, on raisonnera sur la densité de la loi jointe des variables
Ln($21, ,2n) = fxq,0 X, (@1, 205 9)

m Soit une séquence X, ~ i.i.d. (i, o?) selon une loi normale

m La densité de la loi normale implique 2 paramétres ¢ = (p, 0?)’

Ln(ﬂ;x17...7xn):H(ar) M

=1
= (27r02)7"/2 exp (—W)
n n 1 n
In Lo (@1, s 20) = =5 In(c?) — 5 = 5 > (@ - 10)?
i=1
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Rappels MLE

L'Estimateur du Maximum de Vraisemblance

m Estimateur du maximum de vraisemblance

¥ = arg max In L, (; 21, -+, 2n)
deRT

m Hypothéses

B9 = (u,0%) est identifiable : Vi*,9 avec 9* # ¢, les lois jointes de
ry,- - ,xn sont différentes

m Condition nécessaire du gradient :

- Oln L, (%21, -+,
gn(ﬁ;xh'"vxn): n( 87_91 n) @:0
m Condition suffisante de la hessienne :
. 2 InLy(%;x1,- - ,x
Hp(O;21,- -+ ,2n) = n(81921 s 1§<0
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Condition nécessaire du MLE gaussien

m Notons In L, (¥;z1,- - ,zn) = £, (¥; ) et commengons par le gradient :
2N CH
9 (9; ) Blefriz) 7 2 (i — )
a0 N U
) — 5oz + 51 L (1 — p)”
P | n =
04, (9; x) 0 . fr=n" 30 =2
= |, \0)T0E
9 5_2 — 7171 n (CL‘Z _ j)2

i=1
m Le programme de maximisation a donc une solution

m Les réalisations du ML sont i = n~1 Sz =7Tet
n
62=n"1 Z(zl - :?:)2
i=1

i.e. variance empirique non-corrigée

m Les estimateurs du ML sont f=n"13" | X; = X et
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Condition suffisante du MLE gaussien

m La solution est-elle bien un maximum ?

2 3T €T
0% (0; ) _ d Zgﬁ’ ) 83[ 3(:,92)
9999 =~ |\ &) a2z (9;2)
opdo? P
m On obtient alors
02 (W53) | _ -5 % > iy (@i —
9009 |; S (mi—f) !

1) 2)
55 2im (T — 1)
m D’aprés I’étude du gradient, on sait que n x i =Y " | x; et donc

1 — .
S SCEL e
i=1

n 1 n
LR TR o
i=1
m De plus, n x 6% = 3" (z; — f1)?, ce qui donne
020, (0; x)
090y’

(8 )= (7 2
= .2 =
) 0 51— 7% 0 -

ESA ST1
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Condition suffisante du MLE gaussien

m Pour conclure, il faut montrer que la hessienne est définie négative

0?0 (95 ) _(—:2 0 )
7 Pl O

0909’
m Pour cela on s’intéresse aux mineurs principaux, A; et Az. Le premier
mineur est

Al=——<0

52
m Le second mineur est

— = 0 n n
Ao = det a2 = ——= X —— —
2 € ( 0 —ﬁ) &ZX 254 0>0

m Les mineurs principaux étant de signes opposés, la hessienne est bien
définie négative et la solution du programme est bien un maximum
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Le score

m Le score ressemble au gradient mais en différe pour la raison suivante :

m Le gradient est déterministe car basé sur les réalisations :
Ol (9521, ,2n)
oY
m Le score est une version stochastique du gradient car basé sur les variables
aléatoires :
aen('&: Xl: T »Xn)
oY

Sn(¥9; X) =
m Le score étant une variable aléatoire, il convient de s’intéresser a ces
moments et notamment son espérance

m L’espérance nous intéresse afin de calculer la variance

m La variance nous intéresse car elle permet de calculer la matrice d’infor-
mation de Fisher
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La hessienne stochastique

m De méme que pour le gradient, on peut considérer une version stochas-
tique de la hessienne
m La hessienne déterministe est basée sur les réalisations :
20, (921, @
Hn(19,.79)= n( ) 17/ n)
0909
m La hessienne stochastique est basés sur les variables aléatoires :
020y (9; X1, -+ , Xn)
9999’

m La hessienne stochastique étant une variable aléatoire elle a des mo-
ments :

H,(¥,X)=

m l'espérance de la hessienne nous permet de calculer la matrice d’informa-
tion de Fisher
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L'information de Fisher

m La matrice d’information de Fisher peut se calculer de plusieurs maniéres

La quantité d’information de Fisher associée & l’échantillon est une
constante définie par la variance du score ou l’espérance de l’opposée de la
hessienne stochastique :

In(¥) = V(Sn(¥; X)) = E(Sa (9 X)) — E(Sn (9; X))

. I,(¥) =E(—H,(¥, X))
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L'information de Fisher et MLE Gaussien

m Repartons du MLE Gaussien et calculons I'information de Fisher :

. 7122?:1(9(1'—#)
Sn(ﬂ;X):<8):>19: PR

H,(0; X) = <7017 Z;Z%Xi ) ?_f : él(f —n) )2>

m Les deux méthodes peuvent étre utilisées (ici I’espérance de la Hessienne)

G. de Truchis ESA ST1



Rappels MLE

L'information de Fisher et MLE Gaussien

m Les quantités déterministes n’étant pas affectées par ’espérance on a

_ = L3 E(X - p)
”w‘<ﬁzgmm—m 7%+%ZLHMfwﬁ>

m Or, E(X;) = p donc E(X; —p) =0

n
2

De plus, par définition, IE((XZ — u)Q) = 02 ce qui nous donne

no=(7 o)

204

m La borne informationnelle de Cramer-Rao définissant I'efficacité du MLE

2
_ 2 0
1M (0o) = (8 %g>

Gaussien est donc :
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Rappels MLE

Propriétés du maximum de vraisemblance

m Commencons par poser 3 hypothéses dites de régularité

Hypothese 1 la fonction de densité fx (¥;x;) est trois fois différentiable par rapport a
¥ et ses dérivées sont continues et finies Vz, 9

Hypothese 2 les espérances des dérivées premiére et seconde de In fx (; X;) par rapport
a ¥ existent

Hypothése 3 la vraie valeur de ¥, i.e. ¥, appartient & un ensemble compact ©

Note Par ensemble compact il faut comprendre un ensemble fermé et petit dont
on ne peut pas s’échapper
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Rappels MLE

Propriétés limites du maximum de vraisemblance et inférence

m Sous cet ensemble d’hypothéses il est possible de montrer

m que le MLE est convergent
92590
m que le MLE est asymptotiquement efficace
V(D) = I, (o)

m que le MLE est asymptotiquement normalement distribué

V(b — 9o) — N(0, I, (90))
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Maximum de vraisemblance conditionnelle

m Soit un modeéle économétrique du type Y: = g(9; Xi) + e

m Une approche par MLE nécessite de considérer la distribution condi-
tionnelle de Y sachant les réalisations de X

Jyx (ylz; 9)

Remark (Vraisemblance conditionnelle)

Les fonctions de wvraisemblance et log-vraisemblance conditionnelle d’un
échantillon {y:, z¢ -1 sont définies par

n (05 ylz) = ny|x yelze; 9), et Ln(V;ylz) = Zlnfnx yilze; 9)

t=1
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modéle de régression linéaire

Dans le cadre simple du modéle Y; = 8X; + & ~ i.i.d.

En supposant la normalité des erreurs, i.e. e, ~ N (0, 02), si X; = x;, on
obtient que Y;|z; ~ N(Bz;, o)

On obtient alors la densité conditionnelle de Y; suivante

2
1 i — P /
fY'“”'““Zm“"(%) L 0= (8,0

Les fonctions de ML et log-ML conditionnelles sont alors

2
eXP < - on ;fﬂ%)

(W ylz) =

H::

et
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Application du MLE : exercice

m Soit un échantillon (X1, -+, X,) ~ i.i.d. selon une distribution expo-
nentielle de paramétre 9+

m La fonction de densité d’une loi exponentielle est 91 exp(—9~1X)

m La log-vraisemblance de I’échantillon (z1,--- ,z») est alors
Lo (¥;2) = —nln(Y -t Z Tt
m L’estimateur du log-ML est alors

Oy (9; ) 1
T :_5+1922Xt_0:>19—n ZXt

m Sachant que la loi exponentielle de paramétre A a pour espérance A~ *
et pour variance A\7%, E(X};) et V(X;) sont données par

E(X,) =%, V(X:)=13
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Rappels MLE

Application du MLE : solutions

m Calculez E(?)

]E(ﬁ):]E(n*zn: )f ’1ZEXt :M:ﬂo
t=1

= Calculez V(J)

V() = (*12)(,5)_ ’QZVXt) ”“90:%3

m Que pouvez-vous conclure ?

m L’estimateur est sans biais et asymptotiquement convergent car
lim V(J) =0
n— oo

et donc

95 99
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